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Capitulo 1

Fundamentos de la teoria de
probabilidad

En este capitulo presentamos los elementos basicos la de teoria de pro-
babilidad, asi como también herramientas del analisis que se requieren para
estudiar el concepto de esperanza condicional que se verd en el siguiente
capitulo.

Denotaremos por N, Z, Q y R los conjuntos de los niimeros naturales, enteros,
racionales y reales, respectivamente.

1.1. Eventos y variables aleatorias

La teoria de probabilidad trabaja con modelos matematicos de experimen-
tos cuyos resultados dependen del “azar”. El conjunto de todos los posibles
resultados estaran en un conjunto €2, llamado espacio muestral, donde un
elemento de este conjunto lo denotaremos por w. Si el experimento consiste
en lanzar una moneda, entonces 2 = {dguila, sol}; para el experimento de
lanzar un par de dados (distinguibles entre si) Q = {(i,j) : 1 < 1,5 < 6}; pa-
ra el tiempo de vida de una bombilla, Q2 = [0, 00); en la observacién del nivel
del agua del tiempo t; al tiempo t5, el espacio muestral €2 serd el conjunto de
todas las funciones real valuadas (o quiza continuas) definidas en el intervalo
[t1,t2]. Si A es un subconjunto de €2, lo indicaremos escribiendo A C €.

Por otro lado, no todo subconjunto de {2 es un conjunto interesante.
Denotaremos por § a una coleccion de subconjuntos de €2, la cual llamaremos
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o-dlgebra (léase “sigma &lgebra”), que satisface los siguientes axiomas:

Definicién 1.1.1. Sea Q # 0 un espacio abstracto. Una coleccion § de sub-
conjuntos de €2 es o-algebra si:

(i) Q €F.
(i) Si A € F, entonces A° € §.

(111) Si {A,}nen es una familia numerable de conjuntos tal que A, € § para
cada n € N, entonces U, A,, € §.

Los elementos de § son llamados conjuntos medibles ¢ eventos y al par (€2,F)
se le denomina espacio medible.

Observacion 1.1.1. Es fdcil verificar que si {Fa}taca €s una familia no
vacia de o-dlgebras sobre ), entonces su interseccion ﬂaeA So es también
una o-dlgebra sobre 2.

Definicién 1.1.2. Sea C una familia de subconjuntos de ). Denotamos por
o(C) la interseccion de todas las o-dlgebras que contienen a C, y se le llama
sigma algebra generada por C, y es la minima o-dlgebra que contiene a C. La
o-dlgebra o(C) existe por que hay o-dlgebras que contienen a C (por ejemplo
P () el conjunto potencia,).

A continuacion definimos el concepto de variable aleatoria la cual deno-
taremos por v.a., y variables aleatorias lo abreviaremos como vv.aa.

Definicién 1.1.3. Sean (2, 5), (2, §), espacios medibles, X : Q@ — Q' una
aplicacion. Diremos que X es una €' -valuada variable aleatoria si

X 1A eg vAaey.
En teorta de la medida diremos que X es medible, o que X es (§,§')-medible.

Ejemplo 1.1.3.1. Sean (2,F) un espacio medible, y la funcién indicadora
14 de un subconjunto A C Q) definida por:

1, si weAd
]A<w)_{0, st w¢ A.

Notemos que I4 es v.a. si y solo si A es medible, es decir, A € §.
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Observaciéon 1.1.2. Sea Y : Q — R. Definimos
YT =méx(Y,0), Y~ = —min(Y,0).

Notemos que Y =Y T =Y~ y |Y| =Y +Y~. Entonces Y es v.a. si y solo
st YT, Y™ son variables aleatorias.

De nuestras definiciones, se sigue el siguiente resultado de manera inme-
diata.

Proposicién 1.1.1. Sean Q un conjunto no vacio, (1, F') un espacio medi-
ble, X : Q — QU una aplicacion. Entonces la coleccion

XNF)={X"YF): F eF},

es una o-dlgebra sobre €2, y es la minima o-dlgebra sobre Q, con (2,§") fijo,
que hace de X una v.a.

Definicién 1.1.4. Sean (0,F), (Y, §'), espacios medibles y X : Q@ —
una v.a. Denotamos por o(X) a la o-dlgebra inducida (o generada) por X

como sigue:
o(X) = X%,

donde X HF) ={XY(F"): F' € §'}. Por la proposicién 1.1.1, se tiene que
o(X) es una o-dlgebra sobre Q contenida en §, es decir, o(X) es una sub
o-dlgebra de §.

En general si A es un subconjunto de indices de tal manera que para cada
ael, X,: (2,8 — (2,,F,) es variable aleatoria, definimos

0(Xep,a€N) =0 (U J(Xa)> ,
aEA
y se llama la o-algebra generada por la familia { X, }.en de vv.aa.

De la proposicién 1.1.1 y de la definicién precedente, tenemos el siguiente
corolario.

Corolario 1.1.1. X : (2,F) — (2,§") es v.a si y sdlo si

o(X) C3F.
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Ejemplo 1.1.4.1. Sean (92,5), (R, B(R)), espacios medibles, X : Q@ — R
tal que X (w) = 2 para toda w, entonces

o(X) = {XYB):BeB}
= {0,9}.

Ejemplo 1.1.4.2. Sea X : R — R, consideremos la o-dlgebra de Borel
B(R), tal que X = I4 para algin A € B(R). Notemos que X toma los
valores {0,1} y

X0y =4, X ({1h) =4,

entonces o(X) = {0,9, A, A°}.

Lema 1.1.1. Sean Q un conjunto no vacio, (2',§') un espacio medible, X :
Q — Q' una aplicacion. Supongamos que C es una subcoleccion de §' tal que

§ = 0o(C). Entonces
es decir,
X o(C) =a(XHC)), (los simbolos X~ y o commutan)
donde X1(C) := {X~Y(C): C e C}.
Demostracidn. Claramente X '(C) C X 1(F') = ¢(X). De aqui,
o(X71C)) C a(X). (1.1.1)
Definamos ahora el conjunto:
H={BecF X 1B caX 1)}

Claramente H es una sub-o-algebra de §’' que contiene a la coleccién C, de
donde §' = o(C) C H C §, es decir, H = F, de donde

o(X)=X"1F) ca(XHC)). (1.1.2)
Las relaciones (1.1.1) y (1.1.2) demuestran el lema. O

Proposicién 1.1.2. Sean (2, F), (2,§") espacios medibles, C' una subcolec-
cion de §' tal que § = o(C'), X : Q@ — Q' una aplicacion. Una condicion
necesaria y suficiente para que X sea variable aleatoria es que

XCcheg vo'el.
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Demostracion. Se sigue inmediatamente del corolario 1.1.1 y del lema 1.1.1.
En efecto, X es v.a. si y sélo si o(X) = o(XY(C)) C (F) siy sélo si
X-1C) c3. O

En el caso de que ' = R", consideraremos a R™ dotada de la o-dlgebra
de Borel, la cual denotamos por B(R™), y es la g-dlgebra generada por todos
los abiertos de R™. Otras colecciones de subconjuntos de R™ que generan a
B(R™) son los cerrados, los compactos y los intervalos de la forma

| — 00, t1]X] — 00, ta] X + -+ X] — 00, t,].

Definicién 1.1.5. Los numeros reales extendidos o la recta acabada es el
conjunto formado por el conjunto de los nimeros reales junto con {+oo},
{—o0}, el cual lo denotaremos por R ¢ [—o00, +00].

Observaciéon 1.1.3. Consecuencias de la proposicion 1.1.2:
Sea (2, ) un espacio medible

(1) X : Q — R" es v.a. si y sélo si X Y(G) € § para cada G abierto de
R™.

(2)Y:Q—Resva siysslosiY 1 ((—o0,t]) ={w €N :Y(w) <t} €F
para cada t € R. Es usual denotar por [Y € (—oo,t]] o [Y < t] al
congunto Y ~*((—o0,t]). Si en lugar de R fuese R la caracterizacion es
la misma.

Corolario 1.1.2. Sea (2,§) un espacio medible. La funcion

X: Q0 — R"
w o — (Xj(w), -, Xp(w))

es un vector aleatorio, si y solo si X; es v.a. para cada i =1,--- ,n.

Demostracion. Para cada ¢ =1,--- n, sea II; : R” — R la proyeccion en la
i-ésima coordenada. Entonces los conjuntos de la forma C' := N, I1;*(B;)
con By, -, B, € B(R) borelianos de la recta real, forman una coleccién de
subconjuntos de R™ que genera a los borelianos de R".

Por la proposicién 1.1.2 se tiene que X : 2 — R"™ es vector aleatorio si y
s6losi X 1M 11 1(By)) = N, X, 1(B;) € §, paratodo By, - - - , B, € B(R),
siy sélo si X; '(B) € § para todo B € B(R) y para todoi =1,--- ,n, siy
sélo si X; es v.a. paracadai=1,---,n.

m
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Proposicién 1.1.1. Sean (2,5), (0, '), (I',4), espacios medibles. Sean
X:Q—Q,Y :Q — T w.aa. definidas en sendos espacios medibles.
Entonces Y o X : Q0 — " es también una v.a.

Demostracion. En efecto,
o(YoX) = (YoX)™ (1) = X1 (Y"1 (1) = X (o(Y)) € X(F) = o(X) C 5.
m

Corolario 1.1.3. Sean (2,F), espacio medible, X : Q@ — C" un vector
aleatorio complejo, p : C* — C™ una aplicacion continua. Entonces po X :
Q — C™ es también un vector aleatorio. En particular, st Xy, -+, X, son
w.aa. Q2 — C, ay, - ,a, € C, entonces oy X1 + -+ + a, X,, es v.a. Una
afirmacion equivalente se tiene si sustituimos C por R.

Se tiene el siguiente resultado conocido para variables aleatorias.
Proposicién 1.1.3. Sean (,F), (V,F), (I, Y), espacios medibles.

(1) Sean X : Q@ — QY : Q — I variables aleatorias. Si existe
f:Q — T aplicacion medible (variable aleatoria) tal que Y = fo X,
entonces o(Y) C o(X).

(2) Sean X : Q@ — ', Y : Q — R"™ variables aleatorias de tal manera

que o(Y) C o(X). Entonces existe f : Q' — R" una funcion §' medible,
tal que Y = fo X.

Demostracion.
(1) Note que o(Y) =Y 7H(8l) = XH(f7(8)) € XH(F) = o (X).
(2) Consideremos el caso n = 1. De manera trivial se generaliza a mayor
dimension.

(a) Supongamos que Y es v.a. simple, es decir, existen aq, - -+ , a, € R,
Ay, A, € § tal que Y = Z?:l a;l4,, donde aq,---,a, son los
valores distintos que toma Y (de aqui, A; = [Y = «;]). Por lo tanto,
A; € 0(X), de donde existe B; € §' tal que A; = X (B;) para todo
1=1,---,n. Por lo tanto,

Y = iail& = io&ljx—l(&) = iailgi o X = fO_X7
=1 =1 =1
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donde f = > a;Ip, : @ — R es funcién §F'-medible. Notemos de
aqui que si Y > 0, entonces también f > 0.

(b) Supongamos que Y es una v.a. medible positiva. Luego existe una

sucecién creciente {Y,,} de v.a. simples postivas tal que Y, (w) 1T Y (w)

cuando n — oo, y para todo w € €. Por el inciso (a) arriba, para

cada n € N existe f, : ' — R funcién §F-medible positiva tal que
= f, o X. Definimos f : " — R como

liminf f,(w) si liminf f, (") < oo,
flw') =
0 si liminf f, (") = oco.
De aqui, f: Q" — R es funcién §F'-medible.

Claramente es facil verificar que infy>, { fr(X(w))} = infy>, {Yi(w)} =
Y,(w), de donde f(X(w)) = Mminfy s, fu(X(w)) = Himp sy Ya(w)
Y (w) para cada w € 2. Asf, Y = fo X.

(c) Sea Y es v.a. 2 — R arbitraria. Basta aplicar el inciso (b) a las
funciones §-medibles positivas Y y Y, puesto que Y =Y+ - Y.

(d) Sea Y : © — R™ un vector aleatoria, Y = (Y7, ---,Y,,) sus funciones
coordenadas. Entonces cada Y; : @ — R es o(X)-medible, de donde

por los incisos precedente, existen fi,---,f, : € — R funciones §'-
medibles tal que Y; = f; 0 X. Luego Y = fo X, con f = (f1,---, fa) :
Q' — R" funcién §-medible.

]

1.2. Probabilidad y funciones de distribucién

Presentamos a continuacién la definicion de medida, asi como la de fun-
cién de distribucion, y enunciaremos algunas propiedades bésicas asociadas
a estos conceptos.

Definicién 1.2.1. Sea (2, §) un espacio medible. Una funcion
p:F — [0, 400]

definida sobre § es una medida si satisface las siguientes condiciones:
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(1) 0 < pu(A) < +o0 para cada A € §,
(ii) p(®) =0,

(i1i) si {An}n es una familia numerable disjunta de conjuntos tal que
A, € § para cada n € N, entonces

2 (G An) = iﬂ(An)

La terna (2, §, ) se llama espacio medido, y j1(A) es la medida del conjunto
medible A. Si p(£2) < 400, entonces se dice que p es finita.

Definicién 1.2.2. Un espacio medido (S2,§, 1) es llamado espacio de me-
dida o-finita si Q es la union numerable o finita de conjuntos medibles que
satisfacen que p(A;) < 400 para cada i € N.

Sea P una medida sobre (2, §). Decimos que P es una medida de probabilidad
sobre (€2,§) si P(Q2) = 1. En este caso la terna (2, §, P) se llama un espacio
de probabilidad y los elementos de § son llamados eventos. La funcién P
asigna a cada evento A € § un nimero P(A), tal que 0 < P(A) < 1.

Ademas tenemos que:
(a) P(A)+ P(A°) = P(Q) =1.
(b) Si A C B, entonces P(A) < P(B).

Una de las medidas importantes en el analisis real es la medida de Lebes-
gue denotada por A sobre los borelianos de R”. Esta medida asigna a cada
intervalo n-dimensional su “volumen”:

)‘({(Ilﬂx% T 7‘7:”) tap < xp < bk}Z:l) = H(bk - ak)

k=1

Puesto que A(R") = +00, la medida de Lebesgue no es finita. Sin embargo,

es o-finita pues A({ (@1, 22, -+ ,2,) : —n <, <n, };_;) = (2n)" < 400, n €
N,y

R™ — U{(m,x%... ) —n <ap <n,Vk=1,--- n}.
n=1

Continuamos con espacios de probabilidad.
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Definicién 1.2.3. Sean (2, §, P) un espacio de probabilidad, A, B € §. De-
cimos que los eventos A y B son independientes si

P(AN B) = P(A)P(B).

En general, una familia de eventos {A, : a € A} donde A denota un conjunto
de indices, se dice ser independiente si

P (ﬂ Aa> =[] P(A.)

para todo subconjunto finito J de A.

Definicién 1.2.4. Sea Q) un conjunto arbitrario. Una coleccion A de sub-
conjuntos de € es llamada un algebra sobre Q) si satisface:

(1) Qe A,
(2) si A€ A, entonces A° € A,

(3) sean Ay, Ag, -+, Ay, una familia finita de conjuntos de A, entonces

OAkeA,

k=1
es decir, A es cerrada bajo uniones finitas.

Definicién 1.2.5. Sea (2, §, P) un espacio de probabilidad.

(a) Sean C,H dos sub o-dlgebras de §. Decimos que C es independiente de
H si
P(ANB)=P(A)P(B) YVAeCyBeH.

(b) Sea {§i}1<i<n una familia de sub o-dlgebras de §. Diremos que dicha
familia es independiente si

n

P(M,B;) = [[P(B), VBi €%, By €

=1
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(c) Sea {Fatacn una familia de sub o-dlgebras de §. Diremos que dicha
familia es independiente si para todo J C A, subconjunto finito de A
de indices, con 2 < Card(J) < oo, la familia finita de sub o-dlgebras
de §, {Satacs, es independiente como en la definicion en (b).

(d) Sea ahora {X,}aen una familia de vv.aa. X, : (2,8, P) — (Qa, Fa)-
Diremos que la familia {X,}acn €s independiente si la familia de sub
o-dlgebras correspondientes {o(X,) tacs €s una coleccion de sub o-dlge-
bras de § independiente.

Definicién 1.2.6. Sean (2, §, P) un espacio de probabilidad, (Y, F') espacio
medible, X : Q — Q' una variable aleatoria. La medida de distribucion de
probabilidad de X es la medida de probabilidad jix = Po X~ sobre (0, F),
definida por

px(A) = P(X"1(A)) = P[X € A] VAc§F.

S1 QY =R", la funcién de distribucién de X es una funcion Fx : R" — R
definida por:
Fx(x) == px((—o00,2]) = P[X <],

donde (—o00, x| = (—00,x1] X -+ X (—00,x,|, con x = (x1, -+ ,x,) € R™.

En lo que sigue, nos restringiremos a dar algunas propiedades de las
funciones de distribucion de variables aleatorias real-valuadas, es decir, X :
) — R. Para funciones de distribucion de vectores aleatorias X : {2 — R",
se recomienda ver los textos [1, 5, 11, 16].

A continuacién enunciamos las propiedades de la funcion de distribucién
Fx, donde X es una variable aleatoria real valuada.
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Propiedades de Fx

(1) Fx es mondtona creciente;

(2) Fx es continua por la derecha y posee limites por la izquierda para
cada x € R;

(3) lim,, o Fx(x)=0 lim, 1o Fx(x) = 1;

(4) px((a,0]) = Fx(b) — Fx(a), px({a}) = Fx(a) — Fx(a™), para todo
a,be R, a<b.

1.3. Teoria de integracion, esperanzas

Definicién 1.3.1. Sea X una variable aleatoria positiva ¢ integrable respecto
a una medida de probabilidad P. A la integral

/XdP
Q

se le llamard la esperanza de X, y se denotard por
EX = / X dP.
Q

Notemos que EX = EXtT — EX .

Teorema 1.3.1. (de cambio de variable)

Sean (,F, P) un espacio de probabilidad, (2',F') un espacio medible, y sea
X :Q — Q funcion F-medible. Si f : O — R es §F'-medible, entonces foX
es §-medible. Mds aun, f o X es P-integrable si y solo si f es px-integrable
Y

BfC) = [ 100 aP= [ f@) nx(ds)
Q o
donde px es la medida de distribucion de probabilidad de la v.a. X.

La demostracién del resultado anterior la podemos encontrar por ejemplo
en [1, 4, 11, 16].
Una consecuencia del Teorema anterior es que si ¥ = Ry X es v.a.

integrable, entonces
EX:/X dP:/x wx(dx).
Q R
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Teorema 1.3.2. (Desigualdad de Chebyshev)
Sea ¢ : R — (0,+00) una funcidn creciente tal que p(x) = o(—x), X
variable aleatoria sobre (2, F, P) tal que Elp(X)] < 400, entonces

Ep(X
Ve>0 P[X|>¢< P(X)
ple)
Un caso particular es cuando p(x) = |x|P
EIX P
Pl|X|>¢€ < L
ep

Una demostracién del teorema anterior la podemos encontrar por ejemplo
en [4, 5].

Notacién: Sea (Q2,§, P) un espacio de probabilidad y T'(w) una propiedad
de los puntos w € 2. Decimos que la propiedad 1" se cumple casi seqguramen-
te (c.s.) 6 con probabilidad 1 (c.p.1.) si el conjunto de puntos w € Q donde
dicha propiedad no se cumple es de probabilidad cero.

Algunos resultados importantes que surgen de la teoria de integracion
respecto a una medida, y en particular, respecto a una medida de probabili-
dad, son los siguientes:

Teorema 1.3.3. (de la convergencia mondtona de Beppo-Levi)
Sea (2,5, P) un espacio de probabilidad, {X,}, una sucesion creciente de
variables aleatorias positivas X, > 0, y supongamos que X = lim, .., X,
cast sequramente, entonces

lim X, = EX.

n—o0

Teorema 1.3.4. (de Beppo-Levi para series)
Sea (2,8, P) un espacio de probabilidad, {X,}, una sucesion de variables
aleatorias positivas. Entonces

/@Xn) dp:i [x. ar
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Teorema 1.3.5. (Lema de Fatou)
Sean (2, §, P) espacio de probabilidad, {X,,}, sucesion de variables aleatorias
positivas, entonces

/limiann dP < liminf/Xn dP.
n—o0 n—oo

Teorema 1.3.6. (de la convergencia dominada de Lebesgue)

Sean (2,§, P) espacio de probabilidad, Y wuna funcion integrable y {X,},
una sucesion de variables aleatorias. Supongamos que las relaciones

(1) X = lim X,
n—oo
(2) | Xo| <Y VneN

se cumplen casi sequramente. Entonces X, X,, son funciones integrables para
cada n € N. Ademds
EX = lim FX,.

n—o0

Las demostraciones de los resultados anteriores podemos encontrarlas por
ejemplo en [1, 4, 5, 15].

Ya que estamos trabajando con la integral de Lebesgue consideremos el
espacio (R", B(R™), A), nosotros escribimos

f dx= f(z) dx
Rn

Rn

/Bf(x) d:c:/fIB dA.

1.4. Espacios L?

y para cada B € B(R)"

En esta seccién daremos un breve repaso a los espacios L? (ver por ejem-
plo [4, 15], asi como de sus principales propiedades ya que la teoria de los
capitulos siguientes estara basada principalmente en las propiedades del es-
pacio L'(9, 3, P).

De aqui en adelante denotaremos por L! al espacio L*(€, §, P).
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Definiciéon 1.4.1. Sea 1 < p < +o00. Definimos al espacio £ como sigue
LP(Q, &, P)={X:X:Q— Ruva, EF|X|P < +o0}.
Definamos para cada p tal que 1 < p < +oo la siguiente funcién
1 X1y o= (EIXTP)>.

Para p = 400 definimos a £>° como el espacio vectorial de todas las variables
aleatorias X : 2 — R acotadas casi seguramente 6 con probabilidad 1. Asi,
existe M > 0 tal que | X (w)| < M c.s., es decir, {w € Q: | X (w)| > M} tiene
probabilidad cero. Esto nos permite definir la funcion

| X floo :==mf{M >0:{weQ:|X(w)| > M} tiene probabilidad cero}.

Algunos resultados importantes para los espacios £P son los siguientes:

Teorema 1.4.1. (Desigualdad de Hélder)
Sean (2, §, P) un espacio de probabilidad, 1 < p,q < 400 exponentes con-
jugados, es decir, %+% = 1. Sean X € £°,Y € £9. Entonces XY € £!
Yy

|[EXY| < EIXY] < [ XYl

Notemos que para p = 2 se obtiene la desigualdad de Schwarz.

Teorema 1.4.2. (Desigualdad de Minkowski)
Sea (2, §, P) un espacio de probabilidad, p € R que satisface 1 < p < +o0,
X, Y € £P, entonces

X+ Y < [1X M + Y]],

Corolario 1.4.3. Sea (Q,§, P) un espacio de probabilidad, y sea p tal que
1 <p < +oo. Entonces £° es un espacio vectorial y ||.||, es una seminorma.

Definicién 1.4.2. Sea N? = {X € £°(Q,§, P) : || X||, = 0}, claramente NP
es un subespacio vectorial de £P. El espacio LP es definido como el espacio
cociente £P(Q, §, P)/NP(Q),§, P), es decir, el conjunto de todas las clases de
equivalencia, inducidas por la relacion de equivalencia ~, donde X ~Y siy
solo st X —Y € NP(Q,§, P). Sobre L¥ inducimos la norma ||[f]ll, = |/,
donde [f] es la clase de equivalencia en LP con representante f € £P.
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Sin pérdida de generalidad confundiremos voluntariamente el espacio se-
minormado £7, con el espacio normado LP.

Teorema 1.4.4. Sea (2,§,P) un espacio de probabilidad y sea p tal que
1 <p < +4o0. Entonces L? es un espacio de Banach con la norma |.||,.

Enunciaremos el siguiente resultado como un lema, pues sera de utilidad
posteriormente.

Lema 1.4.1. Sea (2,§, P) un espacio de probabilidad, sea Ay un dlgebra
sobre Q tal que § = o(Ag). Entonces Ay es denso en §, es decir, para cada
A € F y para cada € > 0 existe Ay € Ay tal que P(AAAy) < €, donde
AANAy = (A —Ay) U (Ayg — A) es la diferencia simétrica de A y Ay.

Las demostraciones de estos resultados las podemos encontrar por ejemplo
en [4, 15].

Observacién 1.4.1. Si X € L2, entonces X € L.

En general, si 1 < p < ¢, X € L9, entonces X € L?, y || X], < [|X]|,, en
otras palabras, la inmersion LY — LP, X +— X, es continua.

Definicién 1.4.3. Sea X una variable aleatoria, a € R, r € N. Si

E|X —a|" < 400, entonces E(X —a)" es el r-ésimo momento de X centrado
en a.

Sia=0,r=1 p=FEX es el valor esperado o esperanza.

Sia=pu,r=2 VarX = E(X — p)*> = EX?— (EX)? es la varianza.

St X, Y son variables aleatorias tal que XY es integrable, entonces

Cov(X,Y) = E(X — EX)(Y — EY).

1.5. Modos de convergencia

En esta seccion enunciaremos algunas modos de convergencia que usare-
mos posteriormente (ver referencias [1, 4, 5, 15]).

Sea (£2,§, P) un espacio de probabilidad, X, X, ..., X,,..., X : Q —
R
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(1) Convergencia casi segura.
Decimos que { X}, converge casi seqguramente (c.s.) a X si existe N € §
con P(N) =0, tal que, para cada w ¢ N

X(w) = lim X, (w).

n—o0

Este tipo de convergencia puede ser expresada como:

X, =5 X,

n—o0

(2) Convergencia en probabilidad.
Diremos que {X,,},, converge en probabilidad a X cuando n — oo si para
cada € > 0

nh;r{.loPﬂXn —X|>¢)=0.

(3) Sea {X,}, una sucesion de variables aleatorias en L?, X € L” tal que
E|X, — X|? — 0 cuando n — oo, entonces se dice que {X,,} converge a
X en p-promedio 6 en la norma de L”. Para p = 1 decimos que converge
en la media. Para p = 2 decimos que converge en media cuadrética.

Observacion 1.5.1. Convergencia en p-promedio equivale a la convergencia
en la norma de LP.

Relacién entre convergencia casi segura y convergencia en proba-
bilidad.

Teorema 1.5.1. Sean (€2, F, P) un espacio de probabilidad y
X, , X, -, X 1 Q — R variables aleatorias.

Supongamos que { X, }n converge a X casi sequramente, entonces { X, }, con-
verge a X en probabilidad.

Teorema 1.5.2. Sean (£, F, P) un espacio de probabilidad,
X, , X, -, X 1 QQ — R variables aleatorias.

Supongamos que {X,}, converge a X en probabilidad. Entonces eziste una
subsucesion {X,, i de {X,}n la cual converge a X casi seqguramente.
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Sabemos que en los cursos de teoria de la medida, convergencia uniforme
implica convergencia puntual. Sin embargo el reciproco no es cierto en gene-
ral, pero en un espacio medido finito, el teorema de Egoroff nos proporciona
el recipro bajo ciertas hipétesis.

Teorema 1.5.3. (Teorema de Egoroff)
Sean (2, F, P) un espacio de probabilidad, X1, , X,,---, X : @ — R
variables aleatorias. Si X, —=— X, entonces para cada € > 0 existe B € §

n—o0

tal que P(B¢) <€, y {X,}n converge uniformemente a X sobre B.

Teorema 1.5.4. Sean (£, F, P) un espacio de probabilidad y
Xi oo Xy X0 —R

funciones que estan en L'. Si {X,,}, converge a X en la media, {X,}, con-
verge a X en probabilidad.

Una generalizacion del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue
es

Teorema 1.5.5. Sean (2, F, P) un espacio de probabilidad y
Xy, X, o, X — R

funciones que estan en L. Si {X,}, converge a X c.s. 6 en probabilidad, y
si existe g : Q — [0, +00| una funcion integrable tal que

(1) | X,| < g para cadan, | X| < g c.s.,
entonces { X, }, converge a X en la media, es decir, converge en la norma

de L':
lim E|X, — X|=0.

n—o0



CAPITULO 1. FUNDAMENTOS DE LA TEORIA DE PROBABILIDADI18

[Convergencia casi segura]:[Convergencia en probabilidad]

[Convergencia en la media]

Figura 1.1: Relacion de los tipos de convergencia.

1.6. Procesos estocasticos

Consideremos un sistema que puede modelar algin fenémeno y que se
caracteriza por estar en cualquier conjunto de estados previamente especifi-
cado. Supongamos que el sistema evoluciona o cambia de un estado a otro a
lo largo del tiempo de acuerdo con una cierta ley de movimiento. Sea X; el
estado del sistema en el tiempo ¢. Si pensamos que la forma en que evolu-
ciona este sistema es de manera azarosa (donde el azar se mide a través de
una medida de probabilidad), podemos considerar a X; como una variable
aleatoria que toma valores para cada t. Esta es una definicién intuitiva de un
proceso estocastico.

En esta seccion daremos elementos béasicos de la teoria de procesos es-
tocésticos para posteriormente en capitulos siguientes presentar una clase de
ellos llamados martingalas.

Definicién 1.6.1. Un proceso estocdstico es una familia X = {X, : a € A}
de variables aleatorias definidas en un espacio de probabilidad (2,5, P), in-
dexadas por un conjunto A que usualmente es A C R, llamado el conjunto de
parametros. Las variables aleatorias toman valores en un conjunto S llamado

espacio de estados. El espacio de estados S, por lo general, es un subconjunto
de R 6 R ¢ R".

Cuando el conjunto de parametros A es numerable, se dice que X es un
proceso con parametro (o tiempo) discreto. En este caso, y sin pérdida de
generalidad, tomamos A = N de tal manera que el proceso estocastico X
toma la forma {X;, Xs,...}.

En estas notas consideraremos inicialmente procesos estocasticos a tiempo
discreto.
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1.7. Clases de Dynkin

Esta breve seccion esta dedicada a un repaso sobre las clases de Dynkin
y a una técnica que es usada para verificar la igualdad en medidas.

Definicién 1.7.1. Sea D un conjunto no vacio. Una coleccion Il de subcon-
jguntos de D es llamada 7 sistema si es cerrado bajo intersecciones finitas.

Definicién 1.7.2. Sea D un conjunto no vacio. Una coleccion ® de subcon-
juntos de D es llamada clase de Dynkin de D si:

(i) D eD.
(ii) Si A,Be€® yBC A, entonces A— B €.

(111) Si {An}n es una sucesion creciente de conjuntos en ®©, entonces

UJA.eD.

Ejemplo 1.7.2.1. Toda o-dlgebra es una clase de Dynkin.

Ejemplo 1.7.2.2. Sean u,v dos medidas finitas sobre el espacio medible
(Q,3) tales que p(2) = v(Q), entonces ® = {A € §: u(A) =v(A)} es una
clase de Dynkin.

Sea {D4}aca una familia de clases de Dynkin sobre un conjunto D. En-
tonces la interseccién de dicha familia, [),., Do es también una clase de
Dynkin sobre D.

Sea C una colecciéon de subconjuntos de D. Denotamos por D(C) la in-
terseccién de todas las clases de Dynkin que contienen a C. Asi, ©(C) es
la minima clase de Dynkin que contiene a C y se llama la clase de Dynkin
generada por C.

Teorema 1.7.1 (Teorema de las clases de Dynkin). Sea D un conjunto
no vacio, sea 11 un mw-sistema sobre D. Entonces la o-dlgebra generada por
IT coincide con la clase de Dynkin generada por 11, es decir, o(I1) = D(II).

Las demostraciones de los resultados anteriores podemos encontrarlas por
ejemplo en [4].



Capitulo 2

Esperanza condicional

En este capitulo estudiaremos el concepto de esperanza condicional y sus
propiedades mas importantes. Este concepto extiende el de probabilidad con-
dicional, siendo una herramienta tedrica importante en el desarrollo de la
teoria de probabilidades. En nuestro caso sera tutil en la definicién de mar-
tingala.

Sean (€2, §, P) un espacio de probabilidad, C' € §, con P(C') > 0 . En los
cursos basicos de probabilidad se define la probabilidad condicional respecto
o relativa a C' como la medida de probabilidad P(:|C) : § — [0, 1] tal que

P(ANC)

VA €. (2.0.1)

La integral respecto a esta medida de probabilidad es llamada la “esperan-
za condicional relativa a C'” y la denotamos por E[-|C]. Asi, si X es v.a.
integrable respeto a P(-|C'), entonces

E[X|C] = /X P(dw|C).

Observacién 2.0.1. Notemos que

PAIC) = %/IA iP VA€,
EIX|C] = P(lc /X dp.

20
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Si X es P-integrable, entonces X es P(-|C)-integrable.
En caso de que P(C) = 0 convenimos en poner E[X|C] = 0.

Ahora bien, sea C la sub o-dlgebra de § generada por una particién nu-
merable {C,, },, de conjuntos medibles de 2 (por ejemplo, si Y es v.a. discreta
con valores {cp}n, Cn = [Y = ¢,] es una particién de Q de conjuntos medi-
bles y C = o(Y)).

Dada X una v.a. P-integrable, definimos la v.a. E[X|C] : Q@ — R por:

EX|Cl(w) = Z EX|Cillc, (w)

= i(%/cx dP) I, (w).

Aqui estamos suponiendo que P(C;) > 0 para cada i. Por otro lado, puesto
que X es P-integrable, se tiene que E[X|C| es también P-integrable, mas atin

/QE[X|C] dP = g(P(lcz)/cX dP)/QICZ. dP
= /QX dP.

es decir, F[E[X|C]] = EX.
Mas atn, si C' € C, entonces C' es la unién numerable de una subfamilia de
la particién {Cy },, C' = U;eaC;, luego
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/CE[X|C] AP = ZE[X|C,~]/CICi(w) dpP

€A

= Z E[X|Ci]P(Cy)

ieA
1
por la observacién 2.0.1 = Z( /X dP) P(C;)
i€EA P(Ci) Ci
=y / X dP = / X dp
ieA Y Ci Usea Ci

:/XdP.
c

Resumiendo todo lo anterior, tenemos que la v.a. EF[X|C] satisface
(a) E[X]C] es C-medible.
(b) [E[X|C] dP = [, X dP VYCeC.

El inciso (b) establece que el promedio 6 valor esperado de la v.a. X sobre los
eventos C' € C se puede obtener como el valor esperado de la v.a. C-medible,
E[X|C] sobre los eventos C' € C, lo que es de suma importancia, puesto que
el comportamiento de X sobre C puede ser obtenido a través de una v.a.
“minimal” que contenga la minima informacién requerida, es decir, que sea

C-medible.

Observaciéon 2.0.2. St Y es otra v.a. C-medible integrable tal que

/Y dP:/X dP vC ecC
c c

entonces Y = E[X|C] c.p.1. (6 c.s.), asi pues E[X|C| es unica salvo un
conjunto de probabilidad cero.

En lo que sigue extenderemos este concepto a un marco general de tal
forma que tenga sentido E[X|C|, donde C sea cualquier sub o-algebra de §.
Para ello necesitamos del teorema de Radon-Nikodym.
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2.1. Teorema de Radon-Nikodym

En esta seccién enunciaremos el teorema de Radon-Nikodym que estable-
ce condiciones bajo las cuales se puede tener la existencia de funciones de
densidad para medidas absolutamente continuas respecto a una medida de
probabilidad dada.

Extendemos el concepto de esperanza o promedio de una magnitud alea-
toria respecto a un conjunto de condiciones o magnitudes aleatorias, haciendo
uso del teorema de Radon-Nikodym, permitiendo formalizar y poner bajo un
marco tedrico preciso el concepto de esperanza condicional.

Definicién 2.1.1. Sean (2, F) un espacio medible, v : § — R una funcion.
Decimos que v es una medida signada finita sobre (2,§) si

(i) [v(Q)] < +oo,
(ir) v(0) =0,

(i1i) v es aditivamente numerable, es decir, si {A,}, es una familia
numerable disjunta de conjuntos, elementos de la o-dlgebra de §, en-

tonces
v (U An> = ZV(An).

n=1

Ejemplo 2.1.2. Sean (2,§, 1) espacio medido, X : @ — R una funcion
integrable respecto a . Definimos v : § — R como

I/(F):/X du:/X+ d,u—/X_dp VF € 3.
F F F

Entonces v es una medida signada finita.

En efecto, aplicando el teorema de Beppo-Levi para series de funciones
medibles positivas (ver teorema 1.8.4), a los integrandos X+ y X, vemos
que v es aditivamente numerable. También es claro que v(0) = 0. Asi, v es
una medida signada finita sobre (£2,F).

Definicién 2.1.3. Sea (2, §, 1) un espacio medido, v una medida signada
finita sobre (2,§). Decimos que v es absolutamente continua a la medida p,
hecho que denotamos por

v << U,
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st vale la implicacion
AefF, wuwA)=0=rvA4) =0.

Ejemplo 2.1.4. En el ejemplo 2.1.2, la medida signada v es absolutamente
continua respecto a j. Ast, la medida signada finita del ejemplo 2.1.2 es una
medida signada absolutamente continua respecto a .

Se tiene el siguiente resultado que caracteriza la continuidad absoluta, y
cuya demostracién puede verse en [4, 15]:

Proposicién 2.1.5. Una condicion necesaria y suficiente para que v << [
es que para cada € > 0 existe 0 > 0 tal que para cada A € § satisfaciendo la
condicion p(A) < §, entonces necesariamente v(A) < e.

De la proposicion 2.1.5 y el ejemplo 2.1.2 se desprende el siguiente corolario:

Corolario 2.1.6. (continuidad absoluta o uniforme de la integral)
Si X es integrable respecto a p, entonces para cada € > 0 existe § > 0 tal que

,u(A)<5:>/|X| du < e.
A

Tenemos una especie de reciproco al ejemplo 2.1.4 anterior en el siguiente
teorema conocido como el teorema de Radon-Nikodym.

Teorema 2.1.7. (de Radon-Nikodym)

Sea (Q,F, 1) un espacio de medida finita o o-finita, v una medida signada
finita sobre (§2,C), (donde C es una sub o-dlgebra de §) tal que v << p.
Entonces existe una v.a. g : Q@ — R, C-medible, de esperanza finita tal que

I/(F):/g du VF eC.
F

La funcion g es unica salvo igualdad casi en todas partes y se llama la deri-
vada de Radon-Nikodym de v respecto a i, denotandola por j—;.

Las demostracién del teorema 2.1.7 se encuentra por ejemplo en [1, 4, 5, 15].

Gracias a este resultado, cobra sentido la definicion dada en cursos prece-
dentes sobre variables aleatorias absolutamente continuas, el cual volvemos
a recoger en la siguiente definicion:
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Definicién 2.1.8. Sean (2, §, P) un espacio de probabilidad, una variable
aleatoria X : Q0 — R™ se dice ser absolutamente continua si la distribucion
de probabilidad px es absolutamente continua respecto a la medida de Lebes-
gue de R™, es decir, si existe fx : R"™ — [0,4+00) funcion Borel-medible tal
que fgn fx(ur, -+ un) dug---du, =1y

ux(B)=P(X € B) = / fx(uy, -+ u,) duy---du, VB € B(R").
B
Notemos que la funcion de distribucion asociada a X viene dada por

FX(xla"' 7'7:71):/ / fX(ula"' 7un) duldun

A fx se le llama funcion de densidad de X .

2.2. Esperanzas condicionales

La definicion de esperanza condicional puede ser desarrollada como sigue.

Sean (€2, §, P) un espacio de probabilidad, C una sub o-algebra de §, X € L!
(no necesariamente C-medible). Definimos

U(C) = /CX dP — B[XI,] ¥C eC. (2.2.1)

Claramente v es una medida signada sobre (£2,§F) la cual es absolutamente
continua respecto a P. Por el teorema de Radon-Nikodym (ver teorema 2.1.7)
existe Y funcion C-medible tal que

/Y dP:/X aP vC eC.
c c

Dicha funcién es unica salvo un conjunto de probabilidad cero. A Y la deno-
taremos por F[X|C] y es llamada la esperanza condicional de X bajo la sub
o-algebra C de tal forma que

V(C)—/CE[X]C] dP vC eC.
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En resumen, la esperanza condicional de X dado C, F[X|C], es una va-
riable aleatoria C-medible y estd tinicamente determinada salvo un conjunto
de probabilidad cero, satisfaciendo

/xfﬂ%i/Emw]MDVCec
C C

En lo que sigue estableceremos otras propiedades importantes de espe-
ranza condicional.

Teorema 2.2.1. Sean X una v.a. sobre el espacio medido (Q2,§, P), C una
sub o-dlgebra de §. Las siguientes propiedades son vdlidas c.p.1. (o casi se-
guramente):

(a) SiC ={0,Q}, entonces E[X|C] = EX.
(b) Si X >0, entonces E[X|C] > 0.
(c) Si X es C-medible, entonces EF[X|C] = X.
(d) Si X =constante= a, entonces E[X|C| = a.
(e) Si X,Y € L', entonces E[aX + bY'|C] = aE[X|C] + DE[Y|C] a,b € R.
(f) Si X <Y, entonces E[X|C] < E[Y|C].
(g) Sean X,Y, XY € L', X wvariable aleatoria C-medible, entonces
EIXY|C|= XE[Y|C].
En particular E[E[X|C]Y|C] = E[X|C]E]Y|C].
(h) Si H es independiente de las o-dlgebras o(X), C, entonces
E[X|o(C,H)] = E[X|C].
En particular si X, H son independientes, entonces E[X|H] = EX.

(i) Sean C; C Cy C § subsigma dlgebras de §, entonces
EE[X[C]|Ci] = E[E[X]|Ci]|C] = E[X]Ci].
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Demostracion. (a) Sea h : 2 — R funcién constante tal que h(w) = F[X]
para cada w € ). Veamos que h es C-medible; en efecto:

penmza- {5 8 Bz

VreR,y {Q,0} € C. Como h es C-medible, resta probar que

/XdP:/th VC e C ={0,0}.
c c
En efecto , si C' =)

E[X]:/QX dP:/thP:E[X}P(Q):E[X]

/XdP:O:/th
0 0

/XdP:/thparacadaCEC.
c c

SiC =0

Por lo tanto

Asi por unicidad de la esperanza condicional E[X|C] = E[X].
(b) Sea h = E[X|C], como X > 0 entonces

/th:/Xsz() vC e C.
c c

Queremos ver que h > 0, en efecto, tomemos C; = {w € Q0 : h(w) <
0} € C. Entonces

0§/th§0 — h dP = 0.
Cl Cl

Note que
hIC1 = hI{wGQ:h(w)<0} =—h"

/ th:/ —h™ =0.
01 Cl

Como h~ > 0, necesariamente se tiene que h~ = 0 c. s. (c.p.1.), se sigue
que —h~=0c.s.y h=h"—h™ = h" de aqui que h > 0.

entonces
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(c) Este inciso se sigue de la unicidad casi seguramente de la esperanza
condicional.

(d) Note que [,a dP = [, X dP = [,E[X|C] dP y sabemos que la
funcién constante es una funcién C-medible, para toda C o-algebra;
por unicidad de la esperanza condicional, a = E[X|C].

(e) Note que

/ ElaX + 8Y[C] dP = /(ozX + BY) dP
C C

= /aXdP+/ﬁYdP
C C

- a/E[X|C] dP+B/E[Y|C] ap
- /C(aE[XyCHBE[Y\C]) ar

La funciones aFE[X|C] + BE[Y|C] vy E[aX + BY|C| son C-medibles y
por unicidad de la esperanza condicional

ElaX + BY|C] = aE[X|C] + BE[Y|C] c.s. 6 c.p.1.

(f) Definamos f :=Y —X, f > 0. Usando (b) y (e) se sigue inmediatamente
el resultado.

(g) Sea v(C) = [,Y dP = [, E[Y|C] dP VC € C. Siendo X C-medible,
por un teorema de cambio de variable, asi como la definiciéon de espe-
ranza condicional, tenemos

/ E[XY|C] dP = / XY dP = / X dv = / XE[Y|c]dP YC eC.

c c c c

Por ser X, E[X|C] funciones C-medibles, se tiene que E[XY|C] = X E[Y|C]
con probabilidad uno.

(h) Supongamos primero que X > 0y E[X] < 4o0.
Notemos que o(C,H) es generada por el m-sistema formado por los
conjuntos de la forma C N H, C' € C, H € H. Usaremos el Teorema
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de las clases de Dynkin 1.7.1. Por inciso (b) arriba E[X|o(C,H)] >0y
E[X]C] > 0. Definamos las medidas finitas positivas sobre el subespacio
medible (Q,0(C,H))
u(D) = / E[X|o(C,H)] dP
D

WD) = /DE[X\C] iP WD € o(C,H)

claramente

(€ / XdP = E[X
Por independencia de H respecto a o(X) y C, tenemos que para cada
CeC, HeH

W(CNH) = /CHHE[XW(C,H)] ip

= CmHXsz(LXdP) (/H dP)
= (/CE[X\C] dP)/H P

- / E[X|C] dP = v(C'N H).
CNH

Ahora bien, si definimos por ® la coleccién de todos los eventos A €
o(C,H) tal que u(A) = v(A), se tiene que ® es una clase de Dynkin
(ver ejemplo 1.7.2.2), la cuel contiene al m-sistema formado por los
conjuntos de la forma C N H, C € C, H € H. Como consecuencia del
Teorema de las clases de Dynkin (ver teorema 1.7.1), la clase de Dynkin
® coincide con la sub o-dlgebra o(C,H), o sea, se sigue que

/E[X\J(C,”H,)] dP:/ EIX|C] dP VD € o(C,H).

De esta igualdad y del hecho de que E[X|C] es C-medible y
C C o(H,C) luego E[X|C] es o(C,H)-medible, por univocidad de la

esperanza condicional se sigue

E[X|o(C,H)] = E[X|C].
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Para el caso general de X una v.a. arbitraria tal que F[X] < 400 basta
poner X = Xt — X~ considerar el inciso (e) precedente, y lo hecho
para el caso de v.a. positivas:

E[X|o(C, H))

Sean Y = E[X|C2], Cl € Cl.

/C E[Y|C)] dP

Xto(C,H)] — E[X |o(C,H)]
X*|c] - EIX7|C]

/C E[X|C,) dP

X dP (ya que C) € Cy)
C1

/C E[X|C)] dP.

Por unicidad de esperanza condicional, dado que E[Y'|Cy], E[X|C;] son
Ci-medibles, entonces F[E[X|Cy)|Ci] = E[X|Cy].

La igualdad E[E[X|C]|Cs]

= E[X|C] se sigue del inciso (c), pues

E[X]|Cy] es Cy medible ya que C; C Cy. m

]

Para una discusion mas profunda sobre las propiedades de la esperanza con-
dicional, se pueden consultar [1, 5, 16].

Observacién 2.2.2. Sean X € Li(2,§, P), € una sub o-dlgebra de §. Si
E[X|€] < E[X] c.p.1., entonces E[X|€] = E[X] c.p.1.

En efecto:



CAPITULO 2. ESPERANZA CONDICIONAL 31

Sea Y = E[X] — E[X|€] > 0 c.s., notemos que

/Qy P - /QE[X] dP—/QE[X\Q:] qP
— E[X]P(Q)—/QX P

=0

Siendo Y > 0 c.p.1., se sigue sin mds que Y = 0 c.s., es decir, E[X|€] =
E[X] e.p.1.

A continuacion veremos un teorema que sera 1til para variables aleatorias
discretas.

Teorema 2.2.3. Sean € una sub o-dlgebra de § generada por eventos dis-

guntos { By, Ba, ..}, donde P(B,) > 0 para cada n € N, tal que Q = U2, B,,
E[XIg,)

entonces para cada n y para cade w € B, E[X|€](w) = TN

X[B ]
B;)

una subsucesién de mdlces {nj} tal que C' = J; By, De aqui

/de =y WdP:Z/IBn,WdP
¢ i Y Bn j ’

E[XIg, ]

— Z})(T;/IBW dP =) E[XIp, ]| = E[XIc] = / X dP.

Dem. Sea W = Z ———=1Ip,. Sea C' € € arbitrario, entonces existe

Puesto que W es €-medible entonces W = E[X|¢] c.p.1. =

Como una aplicacién inmediata de la esperanza condicional, podemos
extender la nocién de probabilidad condicional respecto a un evento, a la
probabilidad condicional respecto a una o-algebra como sigue:

Definicién 2.2.4. Sean C C F una sub o-dlgebra de §, A un evento en §.
Definimos la probabilidad condicional de A respecto a la sub o-dlgebra C de
§, P(A|C), como sigue

P(A|C) := E[14]C].
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Asi, la probabilidad condicional es una v.a. C-medible.

En particular si C es numerablemente generada por una familia {A,}, de
conjuntos disjuntos a pares tal que P(A,) > 0 para toda n, tenemos que

PUIC) =3 T T 1 )

Notemos que estamos extendiendo la nocién de probabilidad condicional
dada en (2.0.1) a través de una variable aleatoria C-medible.

En seguida mencionaremos algunas propiedades de la probabilidad condi-
cional, cuyas demostraciones son evidentes. Para mas propiedades de la pro-
babilidad condicional se puede consultar las referencias ya citadas [1, 5, 16].

Propiedades de la probabilidad condicional

(a) P(A|C) > 0 para todo A € §.
(b) P(Q|C) =1, P(0|C) =0.

(c) Sean Aj, As, ... eventos disjuntos elementos de §, entonces

P(JAulc) =) P(AC).

2.2.1. Formas condicionales de los teoremas de la con-
vergencia mondtona, convergencia dominada y
lema de Fatou

En esta parte se estableceran las versiones analogas del teorema de la con-
vergencia mondtona (teorema 1.3.3), lema de Fatou (teorema 1.3.5), teorema
de la convergencia dominada de Lebesgue (teorema 1.3.6) extendidas para
esperanzas condicionales; herramientas que son necesarias para la teoria que
se estudiara en el siguiente capitulo.
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Teorema 2.2.5. (Forma condicional del teorema de la convergencia
mondtona.) Sea { X, }, una sucesion creciente de variables aleatorias posi-
tivas tal que X, —>> X, con X,X, € L' para cada n. Entonces para

n—oo
cualquier C sub o-dlgebra de §

E[X,|C] == E[X]C).

n—o0

Demostracion. Como 0 < X, < X,,,; < X para cadan € N, y X con
esperanza finita, entonces X,, tiene esperanza finita para cada n € N. Por el
inciso (f) del teorema 2.2.1, tenemos

0 < E[X,|C] < E[X,4+1|C] < E[X]|C] Vnec.s.

entonces lim,,_,, F[X,,|C] existe c.s., y ademés es C-medible. Resta demostrar
que para cada C' € C

/(lim E[X,|C]) dP = / E[X|c] dP.
C C

n—oo

Sean Y := lim, . F[X,|C], vy Y, := E[X,]|C], por el teorema de la conver-
gencia mondtona de Beppo-Levi (teorema 1.3.3)

/YdP = lm [ Y,dP = lim [ E[X,|C] dP
C

= lim [ X, dP (por definicién)

n—oo C

= / X dP (Teorema de Beppo-Levy)
c

- /CE[qu ip

Por unicidad de la esperanza condicional se sigue que lim,_,, E[X,|C] =
E[X|C]. O

Teorema 2.2.6. (Forma condicional del lema de Fatou.)
Sea { X, }n una sucesién de variables aleatorias positivas en L'. Si C es una
sub o-dlgebra de §, tal que E(liminf X,,) < +o0, entonces

n—oo

Elliminf X,,|C] < liminf F[X,|C] c.p.1.

n—oo n—00
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Demostracion. Sea Z, = infy>, Xj. Asi Z,, es una sucesion creciente de va-
riables aleatorias positivas, tales que

liminf X,, =1lim Z,, c.p.1.

Por el teorema precedente (teorema 2.2.5) se tiene

E[Z,|C] =~ E[liminf X,,|C]. (2.2.2)
n—oo n

Por otro lado, note que Z, < Xj para cada k > n. Por el inciso (f) del

teorema 2.2.1

E[Z,|C] < E[X|C].

Luego
E[Z,|C] < égf E[X,|C]. (2.2.3)

De las relaciones (2.2.2) y (2.2.3) se sigue lo que se quiere demostrar. O

Teorema 2.2.7. (Forma condicional del teorema de la convergen-
cia dominada de Lebesgue.) Sean Y, {X,}, una sucesion de variables
aleatorias, satisfaciendo |X,| <Y c.p.1. para cada n, con Y, X, € L' pa-

, C.S. .
ra cada n. Supongamos ademds que X, —— X. Luego si C es una sub
n—oo

o-dlgebra de §, entonces

E[X,|C] == E[X]C).

n—o0

Demostracion. Supongamos que las hipotesis anteriores se cumplen para to-
da w € Q, y también que Y > 0. Entonces {Y + X, },, es una sucesién de
funciones medibles positivas tal que

lm (Y + X,) =Y + X.

n—oo
Entonces por el teorema anterior (teorema 2.2.6)

ElY + X|C] E[liminf, . (Y + X,,)[C]

< liminf, o E[Y + X,|C] = E]Y|C] + liminf, . E[X,|C] c. s.
De aqui se sigue que

E[X|C] < liminf E[X,|C] c. s. (2.2.4)

n—oo
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De manera similar para la sucesién {Y — X, },, se demuestra que
ElY — X|C] = [liminf (Y — X,,)|C] < liminf E[Y — X,,|C] c. s.
n—00 n—00

lo que implica que

E[X|C] = E[limsup X,,|C] > limsup E[X,,|C] c. s. (2.2.5)
De las relaciones (2.2.4) y (2.2.5) se tiene el resultado. O

2.2.2. Forma condicional de la desigualdad de Jensen

En este apartado, daremos un breve repaso sobre las funciones convexas,
para después dar lugar a la desigualdad de Jensen para esperanzas condicio-
nales.

Definicién 2.2.8. Sea I un intervalo y g : I — R una funcion. Se dice que
g es una funcién convexa si para cada x,y € I, A € (0,1) se satisface la
desigualdad

gz 4+ (1= Ny) < Ag(z) + (1= N)g(y).

Ag(1) 1

Figura 2.1: Representacion geométrica de una funcién convexa.

Enunciamos algunas propiedades de las funciones convexas, estudiadas
en los cursos de calculo y andlisis. Un estudio sistematico de las funciones
convexas se tiene en el texto de Royden [15].

Propiedades de las funciones Convexas
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= Una funcién g es céncava si satisface la desigualdad contraria de la
definicién; es decir, si g es convexa entonces —g es céncava.

= Toda combinacion lineal con coeficientes positivos de funciones conve-
xas es una funcién convexa.

s Toda funcién convexa es continua.

» Toda funcién convexa g : (a,b) — R es monétona sobre R, 6 bien
existe un zg € (a,b) tal que g es decreciente sobre (a,xo] y creciente
sobre [xg,b).

» Sig: (a,b) — R es una funcién convexa, entonces para cada zy €
(a,b) existe una recta y = m(x — o) + g(xo) que siempre estd por
debajo de la grafica de g; es decir,

m(z — o) + g(xo) < g(x) VYV € (a,b).

Dicha recta la llamaremos recta de soporte en el punto xy y siempre
estara por debajo de la gréafica de g.

Teorema 2.2.9. (Forma condicional de la desigualdad de Jensen)
Sea g : R — R una funcion convexa, y sea X una variable aleatoria tal que
X, 9(X) € L'. SiC es una sub o-dlgebra de §, entonces

g9(EIX[C]) < Elg(X)[C]  c.s.

La demostracién de este teorema podemos encontrarla por ejemplo en [5, 15,
16]. Sin embargo haremos un bosquejo de dicha prueba.

Demostracion. Considere la recta de soporte en el punto xg que debe estar
por debajo de la grafica de g de tal forma que:
g(zo) + m(x — xp) < g(xr) VxeR (2.2.6)

donde m es la pendiente de dicha recta de soporte que pasa por el punto
('I07g(x0))‘

Consideremos particularmente zy := E[X|C] y x = X, sustituyendo en
(2.2.6) obtenemos

g (E[X|C]) + m(X — E[X]|C]) < g(X). (2.2.7)



CAPITULO 2. ESPERANZA CONDICIONAL 37

Tomando la esperanza condicional respecto a C de ambos lados de la des-
igualdad (2.2.7), para el lado izquierdo se tiene

g (BIX[C]) + mE|(X — E[X|C]) €] = g (B[X]C]) (2.2.8)

va que E[(X — E[X]C])|C] = 0. Por otro lado al calcular la esperanza condi-
cional del lado derecho de la desigualdad (2.2.7) se tiene E[g(X)|C] y por lo
tanto de las ecuaciones (2.2.7) y (2.2.8) se tiene que

g (E[X]C]) < Elg(X)[C].

Consecuencia: |E[X|C]| < E[|X|[C].

Notacién: Sean X,Y variables aleatorias, X con esperanza finita. Denota-
mos E[XY] ala esperanza condicional E[X|o(Y')]. En general, si Y,Y5,...,Y,,
son variables aleatorias, E[X|Y7,---,Y,]| denotard a E[X|o(Y3, -+ ,Y,)]. Si
{Y,}aen es una familia de variables aleatorias, F[X[{Y,}sca] denotard a
E[X[o({Yabaen))

Concluimos este apartado considerando un caso particular para la existencia
de densidades condicionales.

Sean X € L!, Y una variable aleatoria. Para cada B € B(R), definamos a ¢
por
o(B) = X dP (2.2.9)
[YeB]
Es claro que ¢ es una medida signada finita boreliana. Consideremos la me-
dida de distribucién de Y, uy, es decir,

puy(B) = P[Y € B] para cada B € B(R).

Claramente ¢ es una medida absolutamente continua respecto a py por lo que
podemos aplicar el Teorema de Radon-Nikodym (teorema 2.1.7). Definimos
E[X]Y = y] como la funcién Borel medible que esta inicamente determinada
excepto sobre un conjunto A con uy(A) = 0 por

o(B) = [ BIXIY =] dusty). (2.2.10)
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Notemos que F[X|Y = y| es la derivada de Radon-Nikodym de ¢ con res-
pecto a py, es decir,

Emwznggw.

A E[X|Y = y] se llamara la densidad condicional de X dada la condicién
Y =y.

Ahora mostraremos la coneccion entre esta definicién de esperanza condicio-
nal y la precedente.

Teorema 2.2.10. Sea X € L' y sea Y una variable aleatoria. Si g es la
funcion definida en (2.2.10), es decir, g(y) = E[X|Y = y|, entonces g(Y) =
E[X|Y] c.p.1.

Demostracion. Como ¢ es una funcion Borel medible y ademaés tenemos que
g, E[X|Y] son o(Y)-medibles. Necesitamos demostrar

/Cg(Y) dP:/CE[X|Y] dP YC € o(Y).

De la definicién de E[X|Y], inicamente necesitamos demostrar que

/CQ(Y) dP:/CX dP VC € o(Y).

Para cada C € o(Y) existe un B € B(R) tal que
C=1[Y € B

Entonces por (2.2.9) y (2.2.10)

/Cg(Y) dP = /[YEB] g(Y) dP
~ [ o) divt)

B
= X dP.
c

Por lo tanto g(Y) = E[X|Y] c.p.1. O
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De manera semejante podemos generalizar el resultado anterior establecien-
do:

Teorema 2.2.11. Sean (92, F, P) un espacio de probabilidad,
Y1,Y5,...Y,, X : Q —R
variables aleatorias. Supongamos que E|X| < 400, entonces existe
g:R"—R
una funcion Borel-medible tal que
E[X|Y1,.... Y] =9(Y1,..,Y,).

Dicha g es unica py -casi seqguramente, donde Y es el vector aleatorio definido
comoY = (Yi,--+,Y,), uy = PoY L.
Dicha g se denotard por g(yi,..,yn) = E[X|Y1 = y1, ..., Yo = yn).

Demostracién. Recuerde que o(Y) =Y 1 (B(R")). Sea B € B(R") y sea
v(B) = / X dP para cada B € B(R")
Y-1(B)

v es medida signada sobre B(R") y es finita pues E[|X|] < oo, veamos que
v << py, en efecto, sea By € B(R") tal que uy(By) = 0 lo que implica que
0=py(Bo) = P (Bo))
— Y !(B,) es P despreciable
- V(Bo) =0

por lo tanto, v << py; por el teorema de Radon Nikodym (teorema 2.1.7)
existe una unica g : R — R tal que

) = [ o)
B
g(y177yn)]B<y1)7yn) dPOY_l

g(Y)p(Y) dP
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por lo tanto [, 5 X dP = [, 1 g g(Y) dP. De aqui se sigue que

I(B

/ EIX|Yi,...Y)] dP:/ oY) dP
Y-1(B) Y-1(B)

1(B

es decir,
/ E[X|V1,..,Y,] dP = / g(Y') dP para cada C € o(Y).
c c

Como E[X|Y1,...,Y,],9(Y) son o(Y)-medibles, entonces

E[X|Yi,...Y,] = g(Y) = g(Yi, ... Yy).

]

Ejemplo 2.2.12. Sean X,Y : Q — R wvariables aleatorias, X funcion inte-
grable, (X,Y) : Q — R? absolutamente continua, con funciones de densidad

fv, fxy respectivamente. Mediante un cdlculo elemental usando la relacion
(2.2.10) obtenemos que

fjozo rfxy(z,y) dv

BIXIY =3] = fr(y)

para aquellas y € R tal que fy(y) > 0.

Demostracion. Sea B € B(R) un boreliano de R. Luego

I EIXIY =yl duy(y) = [yr(p EIXIY]dP = [,y X dP

fQXIB (Y) dP = ffsz]B (y) dP o (X,Y) Yz, y)
[Jze 2Is(y) fxy (x,y) dz dy
b{ﬁiﬁ&ymwwm}dy

Pero la integral de la derecha, al considerar que Y tiene densidad de proba-
bilidad fy

LéﬂMYzmMAw:LEWWZMh@My
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Comparando ambas relaciones:

AL rtsrtwn arf v ep s,

EX|)Y =vylfy(y) = / rfxy(z,y)dx y—c.s. respecto a la medida de Lebesgue en R.

—0o0

/BE[X|Y =ylfy(y) dy

de donde

]
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2.3.

1.

Ejercicios

Sea X € Li(9,F, P) v.a. integrable, y sea 8 una sub-sigma édlgebra de
§. Definamos

o(B) = / X dP, para todo B € B.
B
Pruebe que ¢ es una medida signada finita sobre (£2,8, P), la cual es
absolutamente continua con respecto a la restricciéon de P sobre (€2, B).

Sean X,Y € L1(2,B, P). Pruebe que X =Y c.s. si y sélo si

/XdP:/YdP, para todo B € ‘8.
B B

Pruebe que toda funcién convexa es continua.

Pruebe que si g : R — R es una funciéon convexa, entonces 6 bien g
es mondtona, 6 existe un punto zy € R tal que g es decreciente en el
intervalo (—oo, xo|, y creciente en el intervalo [z, 00).

Sea (2,2, P) el espacio de probabilidad del intervalo unitario, y sea 8B

la sub-sigma dlgebra generada por los intervalos {[0, 7], (3, 2], (3,1]}, v

sea X (w) = w? para todo w € Q = [0,1]. Demuestre que E[X|B] se
puede expresar como

E[X|%] - alj[o’i] + CZQ[(i7%] + ag[(%yl].
Calcule las constantes aq, as, as.

SiY es una v.a. discreta tal que P(Y =vy,) > 0 paracadan =1,2,-- -,
y > P(Y =y,) =1 Dado X € L (Q,§, P), definamos ¢ : R — R
como

oly) =
0 sl y ¢ {yn}'

Pruebe que p(y) = E[X|Y = y] py-cs.

Pruebe las afirmaciones hechas en el ejemplo 2.2.12.
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