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Capitulo 1

Conjuntos

En este primer capitulo se dan las principales definiciones y resultados
concernientes a conjuntos el cual seran usados en este curso.

1.1. Operaciones con conjuntos

La unién y la interseccién de dos conjuntos A y B seran denotados, res-
pectivamente, por AUB y AN B. Estas notaciones son extendidas de manera
obvia a la unién y la interseccién de una familia de conjuntos A; (i € T),
donde T es un conjunto no vacio de indices (los conjuntos de indices se su-
pondran no vacios). Denotaremos a dicha familia por {A;};er. Asi, la unién
de la familia { A; };cr serd denotado por U;er A; ( también emplearemos la no-
tacién U; A;, 6 incluso UA; si no hay posibilidad de confusién), y similarmente
para la interseccién. Con mayor precision

UierA; = {w : w € A; para algun i € T},

es decir, el conjunto de aquellos elementos w tal que w pertenece a A; para
al menos un indice 7 perteneciente a T', y

NierA; = {w : w € A; para todo i € T'}.

Para cualesquiera dos conjuntos A y B, el nuevo conjunto formado por
aquellos elementos que pertenecen a A pero no a B, se denotara como A — B,
i.e.,

A-B:={w:weAyw¢ B}.
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En particular, si todos los conjuntos bajo consideracién son vistos como
subconjuntos de algtin espacio 2 (un conjunto fijo no-vacio, llamado conjunto
universal), entonces el complemento de A se define como 2 — A, y seré de-
notado por A¢. De aqui se tiene que A — B = AN B¢ El conjunto vacio
serd denotado por ().

Denotaremos a los conjuntos por mayusculas en italica A, B, C'---. Sin
embargo reservaremos la notacién P s6lo para una medida de probabilidad, y
X, Y, Z denotarén variables aleatorias (vv.aa). Como siempre, denotaremos
al conjunto de los niimeros reales por R, al subconjunto de los naturales por
N = {1,2,---}. También denotamos por Ny := NU {0} = {0,1,2,---}, por
7 al conjunto de todos los enteros, por Q el campo de los racionales, y por
C el campo de los complejos.

Definicién 1.1.1. Diremos que una familia {A;}ier de conjuntos es una
familia disjunta si

ANA; =0  YijeT,i#j

En este caso, la union de esta familia se representard con un puntito
arriba del simbolo de “union”:

Uier A; (union disjunta.)

n 2, Qs njun no vacios. nim roducto cartesiano
Sean €2y, 25 dos co tos no vacios. Definimos el duct t

e 21 con €2y como el conjunto de todos los pares ordenados teniendo como
de Q Q 1 to de todos 1 denados t d
primer elemento un elemento de €2y, y como segundo elemento un elemento
de €25, y lo denotaremos como €27 x 25. Asi,

Ql X QQ = {(Ml,wg) Wy € Ql; Wy € QQ}

Similarmente, productos cartesianos mayores son definidos:

I 2 = {(Wa)aea : wa € Q2 Va € A},

a€EA

Enunciamos el siguiente axioma de la teoria de conjuntos:
Axioma de eleccién. Sea {,}qcn una familia de conjuntos no vacios
(2, # 0 for all & € A). Entonces su producto cartesiano es también no vacio
[T.ca Qo # 0. Esto es, es posible “escoger un elemento simultdneamente de
cada uno de los conjuntos no vacios €2,,.
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1.2. Conjuntos numerables y a lo sumo nu-
merables

Definicién 1.2.1. Sean A, B dos conjuntos. Diremos que A es equipotente
a B y se escribe A ~ B si existe una biyeccion f: A — B de A sobre B.

Observaciéon 1.2.2. Sean A, B, C conjuntos. Claramente se tiene que:
n A~ A;
» 51 A~ B entonces B ~ A;
» SiA~ B, B~C, entonces A~ C.

Definicién 1.2.3. Sean a,b € N. Se define el intervalo entero [a..b] de N
por
[a..b]:={n€eN:a<n<b}.

Definicién 1.2.4. Un conjunto A se dice conjunto finito si ¢ bien A = (),
6 bien In € N tal que A~ [1..n] (equiv. [1..n] ~ A).

Teorema 1.2.5. Sean A, B conjuntos, A C B, A # B (A se dice subcon-
junto propio de B). Si A es finito entonces A no es equipotente a B.

Demostracion. Si A = (), la afirmacion es clara, pues no puede existir una
funcion ¢ : A — B, con dominio el conjunto vacio.

Supongamos ahora que A # (), entonces In € N tal que A ~ [1..n], o
sea, existe una biyeccién ¢ de [1..n] sobre A. También por hipéGtesis existe
b € B tal que b ¢ A. Probaremos el teorema por induccién sobre n.

Caso n = 1: En este caso A = {¢(1)}. Supongamos que hubiera una biyec-
cién f: A — B, de A sobre B. Puesto que f es suprayectiva y ¢(1) € B, se
tendria necesariamente que f(p(1)) = ¢(1) # b. Luego no existe x € A tal
que f(x) = b, contradiciendo la suprayectividad de f. El teorema es correcto
en este caso.

Caso n > 2: Supongamos ya probado el teorema para n, y supongamos
ademés que A~ [1..n+ 1], con ¢ : [1..n+ 1] — A una biyeccién, de donde

A={p),---,p(n+1)}.

Razonando por contradiccién, supongamos que si existe una biyeccion f
de A sobre B. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que f(¢(n+1)) =



CAPITULO 1. CONJUNTOS 4

b e B— A, (pues si no fuera asi podemos construir una nueva biyeccion

f*: A— B como sigue:
Seap € [1..n+1] tal que f(p(p)) =b € B—A,yseac:= f(p(n+1)) € B.

Definamos f* : A — B como sigue:

flp(k)) st k#pn+1;
[ lp(k) =4 ¢ si k=p;
b si k=n+1.

Claramente f* es también una biyeccién de A sobre B tal que f*(¢(n+1)) =
beB-A).

Asi pues, sin pérdida de generalidad, supongamos que f es una biyeccién
de A sobre B tal que f(¢(n+ 1)) =b € B — A. Por lo tanto, la restriccién
de faA—{pn+1)} = {p(1), -+ ,p(n)} es una biyeccién de A’ = A —
{o(n + 1)}~ [1..n]) sobre B = B — b, con A’ C B, de tal forma que
p(n+1) € B"— A’ es decir, A’ ~ [1..n] es un subconjuto propio de B,
tal que A’ es equipotente a B’. Tenemos aqui una contradiccién con nuestra
hipétesis de induccién. Asi pues, tal f no puede existir.

La demostracién por induccién esta completa. O
Definicién 1.2.6. Un conjunto que no es finito se llama infinito.
Consecuencias del teorema 1.2.5 :

(a) Si A esun conjunto equipotente a un intervalo entero [1..n] de N (luego
A es un conjunto finito), dicho n es unico y se llama nimero cardinal
de Ay se designa por Card(A). Convenimos en poner Card(f)) = 0.

Dem. En efecto, supongamos que A ~ [1..n] y A ~ [1..m], con
m < n. De aqui resultarfa que [1..m] ~ [1..n]. Pero [1..m] es una
parte finita propia de [1..n], lo cual no puede ser pues contradice el
teorema 1.2.5. =

(b) N es un conjunto infinito.

Dem. En efecto, si N fuese finito, entonces N seria equipotente a una
parte finita propia [1..n], hecho que contradice al teorema 1.2.5. m
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Teorema 1.2.7. Todo subconjunto de un conjunto finito es finito, y el car-
dinal es inferior o igual al cardinal del conjunto entero.

Demostracion. Sea B un conjunto finito y A una parte de B. Sin pérdida de
generalidad, supongamos de B = [1..n]. Si A = (), entonces A es finito y
Card(A) =0 < Card(B) = n.

Supongamos que A # (), y hagamos la demostracién por induccién sobre
la cardinalidad n de B.

Caso n = 1: Entonces B = {1}, y como A # (), por lo tanto, A = {1} = B,
y el resultado es claro.

Caso n > 2: Supongamos el teorema ya probado para n. Probemos el caso
n+1l, B=[1..n+1].

(i) Supongamos que n+1¢ A, y como A C B =[1..n+ 1], se tiene que
AC B :=B—{n+1} =[l..n]y por hipétesis de induccién A es
finito con Card(A) < Card(B') =n <n+ 1= Card(B).

(ii) Supongamos ahora que n+1 € A,y como A C B = [1..n+1], se tiene
que A :=A—{n+1} C B := B—{n+1} =[1..n]. Por hipétesis de
induccion A" es finito con Card(A’) = p < Card(B') =n <n+1 =
Card(B).

Sip=0entonces A={n+1} y Card(A) =1 < Card(B) =n+ 1.

Sip # 0, entonces existe una biyeccién ¢ : A= A—{n+1} — [1..p].
Ampliamos ¢ a todo A definiendo ¢(n + 1) = p + 1. Claramente, ¢
ampliada es una biyeccién de A sobre [1..p + 1], de donde A es finito
con Card(A) =p+1<n+1=Card(B).

Asi, la demostracion por induccién estd completa. O
Consecuencia de los teoremas 1.2.5 y 1.2.7.

(i) Un conjunto finito no puede ser equipotente a una parte propia. Equiva-
lentemente, si un conjunto es equipotente a una parte propia, entonces
es infinito.

Dem. Sea B un conjunto finito. Por el teorema 1.2.7, todo subconjuto
A de B es finito, pero por el teorema 1.2.5, si A es parte propia de B,
entonces A no puede ser equipotente a B. =
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(ii) Otra forma de ver que N es un conjunto infinito:

Dem. Se sigue de (i) arriba, pues N si es equipotente a una parte
propia, en este caso el conjunto de los pares 2N, a través de la biyeccion
N—=2N.n—2n.m

(iii) Si B es un conjunto que contiene un subconjunto infinito, entonces B
es también infinito.
Dem. Supongamos que A es una parte infinita de B. Si B fuese finito,
por el teorema 1.2.7, A también seria finito, contradiciendo su infinitud.
(iv) Los conjuntos Z, Q y R son conjuntos infinitos.

Dem. Se sigue de (iii). m

(v) Todo intervalo abierto acotado no vacio es infinito.

Dem. Sea (a,b) un intervalo abierto acotado no vacio, es decir a < b.
Escojamos «, § € (a,b) tal que a < a < f < b. Entonces la aplicacién

b—a
T a4+ (x — )
0 —«
es una biyeccién del intervalo («, 3) sobre el intervalo (a,b), es decir,
(a,b) es equipotente a una parte propia. Por (i) arriba (a,b) es infinito.
"

Definicién 1.2.8. (a) Un conjunto se dice numerable si es equipotente al
conjunto de los numeros naturales N.

(b) Un conjunto se dice a lo sumo numerable si es finito ¢ numerable.

Lema 1.2.9. Sea ¢ : N — N una aplicacion estrictamente creciente, es decir,
o(n+1) > ¢(n) para todo n € N. Entonces

o(n)>n Vn € N.

Demostracion. La demostracion de hara por induccién sobre n. Se tiene cla-
ramente que (1) > 1 (pues 1 es el elemento minimo de N).

Supongamos que para n € N, ¢(n) > n (hipdtesis de induccién). Puesto
que ¢ : N — N es estrictamente creciente, p(n + 1) > ¢(n) > n, de donde
p(n+1)—n € N, es decir, p(n+1)—n > 1, equivalentemente, p(n+1) > n+1.
Asi, la prueba por induccién esta completa. m
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Recordemos el siguiente resultado de calculo:

Teorema 1.2.10 (Principio de buena ordenacién (PBO)). Todo sub-
conjunto no vacio de los naturales N posee un elemento minimo.

Este resultado lo usaremos para demostrar el siguiente:

Teorema 1.2.11. Todo subconjunto de un conjunto numerable es a lo sumo
numerable (finito 6 numerable).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supondremos que nuestro con-
junto numerable es N. Sea A una parte de N. Si A es finito no hay nada que
probar. Supongamos pues que A es una parte infinita de N, debemos probar
que A es numerable, es decir, vamos a probar que existe una biyeccion de N
sobre A.

Vamos a definir inductivamente una aplicaciéon ¢ : N — A. Gracias al
PBO (teorema 1.2.10), A posee elemento minimo, por lo que definimos

¢(1) := elemento minimo de A = min A.

Supongamos ya definido ¢(n) para algtin n (hipdtesis de induccién). Consi-
deremos el conjunto:
{ke A:k>pn)}.

Este conjunto es una parte no vacia de N (pues caso contrario, se tendria
Vk € A= k < p(n), es decir, A es un subconjunto del intervalo entero finito
[1..¢(n)], y por el teorema 1.2.7, A es un conjunto finito, lo que constituye
una contradiccién). Gracias al PBO, podemos definir

en+1):=min{k € A: k> p(n)}.
Asi, tenemos ¢ definido inductivamente.

Por otro lado, por construccion, ¢ : N — A es una aplicacién estricta-
mente creciente de N en A. Luego ¢ es inyectiva.

Vamos a probar ahora que ¢ es una aplicacién suprayectiva de N sobre
A. Tomemos un elemento arbitrario de A, digamos a € A. Consideremos el

conjunto
S:={keN:pk)>a}



CAPITULO 1. CONJUNTOS 8

Note que S # ). En efecto, como ¢ : N — A C N es una aplicacién estric-
tamente creciente, por el lema 1.2.9, se tiene que ¢(a) > a, de donde a € S.
Una vez maés, por el PBO (teorema 1.2.10), S posee un elemento minimo.
Definamos

m=minS = min{k € N: (k) > a}.

De aqui, como m € S, se tiene que ¢(m) > a. Distinguimos dos casos:

(i) Caso m = 1: Se tiene pues que p(m) = p(1) = min A < a. Como
w(m) = ¢(1) > a, de estas dos desigualdades se tiene que ¢(1) = a.

(ii) Caso m > 1: Siendo m = min S, entonces m —1 € N — S, de donde
p(m—1) < a, y de la definicién de o(m) = min{k € A: k> p(m—1)},
y estando a en el conjunto de la izquierda, ¢(m) < a, de donde se tiene
que o(m) = a.

© es pues suprayectiva, por lo tanto, ¢ es una biyeccion de N sobre A, de
donde A es numerable. O

Teorema 1.2.12. Sean A, B dos conjuntos, con A numerable. Supongamos
que existe una aplicacion suprayectiva de A sobre B. Entonces B es a lo
sumo numerable.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que A = N. Por
hipdtesis, existe f : N — B una aplicacién suprayectiva. Dado y € B ar-
bitrario, por ser f suprayectiva, el subconjunto de N, f~'({y}) = {n €
N: f(n) = y} es no vacio. Gracias al PBO, podemos definir una aplicacién
g : B — N poniendo:

g9(y) :=min f~'({y}) = min{n e N: f(n) = y}.

Claramente f o g = idpg, con idg : B — B la aplicacién idéntica sobre B
(tdg(y) = y para todo y € B). De aqui se sigue que g : B — N es una
aplicacion inyectiva. En efecto, basta probar la implicacién:

Y1, Y2 € B,g(y1) = 9(y2) = y1 = vo.

Sean y1,y» € B, tal que g(y1) = ¢g(y2), entonces f(g(y1)) = f(g9(y2)), es
decir, (fog)(y1) = (fog)(y2), pero como fog = idpg, se sigue inmediatamente
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que y; = yo. Asi pues, efectivamente g : B — N es una aplicacién inyectiva,
de donde restringiendo el codominio de g al rango de g, tenemos que g : B —
g(B) es una aplicacién biyectiva de B sobre g(B), con g(B) un subconjunto
de N. Por el teorema 1.2.11, g(B) es a lo sumo numerable, luego B es también
a lo sumo numerable. O

Teorema 1.2.13. El producto cartesiano de dos conjuntos numerables es
numerable.

Demostracion. Basta probar que N x N es numerable. Definimos una aplica-
ciéon ¢ : N x N — N por la férmula

o(m,n) =2""1.(2n — 1), V(m,n) € N x N.

Afirmamos que ¢ : N X N — N es biyectiva:

(i) ¢ : NxN — N es suprayectiva: Sea k € N un niimero natural arbitrario.
Consideremos el subconjunto de los naturales

S:={meN:2"{k (2" no divide a k)}.

Dicho subconjunto es no vacio puesto que como lim,, ,,, 2™ = oo, basta
tomar m suficientemente grande tal que 2™ > k, de donde m € S. Por
el PBO (teorema 1.2.10), S posee elemento minimo. Sea my = min S.
Consideramos los siguientes casos:

Caso mg = 1: Entonces 2 no divide a k, es decir, k£ es un nimero impar,
luego existe n, € N tal que k = 2ny — 1 =21 (2ny — 1) = (1, ng).

Caso mg > 1: Por la definicion de mg como elemento minimo de S,
entonces my — 1 es un natural que no pertenece a S, de donde 2m0—1
divide a k pero 2™ { k. Por lo tanto existe £’ € N tal que se tiene
k =2m0~1.k' con k' claramente un niimero impar. Luego existe ng € N
tal que k' = 2ng — 1, es decir, k = 2™~ . (2ny — 1) = p(mg, ng). Asi,
( es suprayectiva.

(ii) ¢ : Nx N — N es inyectiva: Sean (m,n), (m’,n') € N x N tal que
@(m.n) = o(m/,n'), es decir, 2" (2n — 1) = 21 . (2n/ — 1), equi-
valentemente, 2n — 1 = 2™~ . (2’ — 1). Si m’ > m, entonces se tiene
un nimero que es par e impar a la vez, lo cual no puede ser. Luego
m =m’y de aqui n = n’, de donde la inyectividad de .
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Asi, (i) y (ii) prueban que ¢ : N x N — N es una biyeccién de N x N sobre
N, es decir, N x N es numerable. O

Corolario 1.2.14 (Generalizacién del teorema precedente). Para cada
k € N, el producto cartesiano

Nk::NxNx«uxl\l

~~
k—veces

es numerable.

Demostracion. La demostracion es inmediata por induccion sobre k. O

Definicién 1.2.15. Una familia de conjuntos {A;}aer se llama familia nu-
merable si el conjunto de indices T es numerable. Particularmente st T = N.

Corolario 1.2.16. Sea {A,}nen una familia numerable de conjuntos a lo

sumo numerables. Entonces |, cy An €s a lo sumo numerable.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A, # ()
para todo n € N. Por hipétesis, cada A, es a lo sumo numerable (finito
o numerable). Entonces es facil ver que existe una aplicacién suprayectiva
fn: N — A,. En efecto, si A, es numerable, luego existe una biyeccién ¢ :
N — A,. Tomamos f, = g. Por otro lado, si A, es finito, existe p € N y una
biyeccién h : [1..p] — A,. Extendemos h a todo N poniendo f,, (k) := h(k) si
kell..pl,y fu(k) = h(1) si k > p. Claramente f, : N — A, es suprayectiva.

Definimos ¢ : N x N — (J, .y An poniendo ¢(m,n) := f,(m) para todo
(m,n) € N x N. Claramente, ¢ : N x N — | J, .y A, es suprayectiva. Ya que
N x N es numerable (ver teorema 1.2.13), se sigue del teorema 1.2.12, que el
codominio (J,, .y An es a lo sumo numerable. ]

Teorema 1.2.17. El conjunto de los enteros Z es numerable.
Demostracion. Sea ¢ : N x N — Z la aplicaciéon ¢(m,n) = m — n. Se
comprueba inmediatamente que ¢ es suprayectiva con dominio numerable

N x N. Por el teorema 1.2.12, Z es a lo sumo numerable. Pero siendo Z
infinito, se sigue sin més que Z es numerable. O

Teorema 1.2.18. El conjunto Q de los nimeros racionales es numerable.
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Demostracion. 7 — {0} es numerable pues es una parte infinita del conjunto
numerable Z. Luego Z x (Z—{0}) es numerable. Definamos ¢ : Zx(Z—{0}) —
Q por ¢(m,n) = . Claramente ¢ es suprayectiva, y por el teorema 1.2.12,
Q es a lo sumo numerable. Pero Q es infinito (pues contiene al conjunto
numerable Z), luego Q es numerable. O

Recordemos el siguiente teorema de céalculo:

Teorema 1.2.19 (Segundo Principio de Induccién Matemadtica). Sea S un
subconjunto de N. Supongamos que para todo n € N wale la implicacion
siquiente:

{keN:k<n}CcS=nebs.

Entonces S = N.

Teorema 1.2.20. Todo conjunto infinito contiene un conjunto numerable.

Demostracion. Sea X un conjunto infinito. Vamos a definir inductivamente
una aplicacién inyectiva ¢ : N — X, n +— a,. Ya que X # (), existe a; € X.
Supongamos ya definidos elementos {ay,--- ,a,} distintos a pares. Como X
es infinito, tenemos que X # {ay, - ,a,}, es decir, X — {ay, -+ ,a,} # 0.
Podemos pues tomar a,,1 € X — {ay, -+ ,a,}. Por el principio de induccién
matematica, la aplicacién n — a,, estd definida inductivamente. La imagen
de esta aplicacién es una parte numerable de X. O

Observacién 1.2.21. Ezxplicitemos la aplicacion del sequndo principio de in-
duccion matemadtica en la demostracion del teorema 1.2.20. Una vez definido
ay; € X, definamos el conjunto S como sigue:

S:={n € N:a, sedefine, y a1 # ar Y1 < k <n}.

Sean €N tal que {k e N: k <n} CS. Astay, - ,a,_1,a, estin definidos
y son distintos a pares. Como X es infinito, entonces X — {ay, -+ ,a,} # 0,
por lo que podemos tomar un elemento a,,1 € X —{ay, -+ ,a,}, equivalen-

temente, n € S. Es decir, se cumple la implicacion
{keN:k<n}CS=mneb,

y por el sequndo principio de induccion matemdtica (teorema 1.2.19), S = N,
es decir, para todon € N, a,, se define, y sin # m entonces a, # a,,, en otras
palabras, queda definida inductivamente una aplicacion inyectiva N — X,
nw>a,.
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1.3. Existencia de conjuntos infinitos no nu-
merables

Teorema 1.3.1. El conjunto de los numeros reales R es infinito no nume-
rable.

Demostracion. Razonando por contradiccion, supongamos que existe una bi-
yeccion N — R, n — z,, de N sobre R. Vamos a construir una aplicacion
¢ : N — N estrictamente creciente (usando el segundo principio de induccién
matematica). Pongamos ¢(1) := 1. Definamos

©(2) :=min{k € N:x > 21}.

= =

Lo(1) = 21 Tip(2)
Figura 1.1: Definicién de ¢(2).

Supongamos ya definidos ¢(1), p(2), -+, p(2m—1), p(2m), de suerte que
e(1) <e(2) <--- <p@2m —1) < p(2m), con Tyom-1) < Tpem)- Definamos
©(2m +1) := min {k eN:k>p(2m), x € (Tp@m-1), xw(gm))},

(el conjunto de la derecha es no vacio pues el intervalo (Ty2m—1); Tp2m)) €S
un conjunto infinito).
También definimos

©(2m + 2) := min {k EN:k>p@2m+1), o4 € ($¢(2m+1),$¢(2m)>},

sk sk sk sk

To@m—1) Te@m+l) Te@mt2)  Tpm)

Figura 1.2: Definicién de ¢(2m + 1) y ¢(2m + 2).

Ahora ¢ estd construida inductivamente. Por la propia construccion, ¢ :
N — N es una aplicacion estrictamente creciente. También tenemos, por
construccién, que

[Zo2m+1); Tomt2)] C (Tpm—1), Tp@m))-
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De aqui se sigue que la sucesion {x,om—_1) tmen €S estrictamente creciente.
o( ) yme
También es acotada superiormente (pues cualquier x,w9,,) €S un mayorante
»(2m)
de dicha sucesion). Por el axioma del supremo, existe

Yy := sup{Ty2m-1) : m € N}.

Claramente y > Zy2m—1) para todo m € N. También y < z,2,,) para todo
m € N. Equivalentemente

y e (x¢(2m—1)7x<p(2m)) vYm € N.

Por otro lado, puesto que n +— x, es una biyeccién, existe ¢ € N tal que
y = z,. De lo dicho arriba, se desprende que ¢ # ¢(m) para todo m € N. En
particular ¢ # ¢(1). Definimos:

n=min{k € N: p(k+1) > ¢}

pues el conjunto de la derecha es no vacio (puesto que contiene a ¢, ya que
©(g+1) > ¢(q) > q). Dicho minimo existe gracias al PBO (teorema 1.2.10).
Por definicién de n y lo dicho antes, se tiene pues:

p(n) <q<p(n+1).
Distinguimos tres casos:

(i) m es par, o sea, n = 2my para algun mg € N, por lo tanto, de nuestras
definiciones anteriores,

©(2me) < g < 9(2me+1) = min{k € N: k > ¢(2mo), Tx € (Tp(@mo—1)» Tp(2mo)) }-

= - # *

Lo(2mo—1)  Lp(2mo+1) Lq Lo(2mo)

Figura 1.3: Caso (i).

Como también y = x4 € (Ty(2me—1)s Tp(2me))> 1U€g0 ¢ es un elemento
del conjunto a la derecha. De la definicién de ¢(2mg + 1), se sigue que
©(2mg + 1) < ¢, lo cual constituye una contradiccién con las desigual-
dades estrictas anteriores.
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sk sk sk sk

Lo(2mo+1) Lq Lo(2mo+2)  Le(2mo)

Figura 1.4: Caso (ii).

(ii) m es impar, con n # 1. Asi, n = 2mg + 1 (para algin mg € N), asi que:
©(2mo+1) < g < p(2me+2) = min{k > (2mo+1) : Tp € (Tp@mo+1): To2mo)) }-

Claramente ¢ pertenece al conjunto de la derecha, de donde se si-
gue que p(2mg + 2) < ¢, lo cual constituye una contradiccién con las
desigualdades estrictas precedentes.

(iii) n =1, o sea,
e(l)=1<qg<p(2)=min{k € N:xp >z}

Como x4 € (1,%y(2)), entonces ¢ pertence al conjunto de la derecha,
lo que contradice la definicién de ¢(2).

sk sk sk
0 0 g

Tp(1) = T1 Lq Lop(2)

Figura 1.5: Caso (iii).

De la contradiccion obtenida se deduce que R no es numerable. O

Definicién 1.3.2. Se dice que un conjunto tiene la potencia del continuo si
es equipotente a R.

Teorema 1.3.3. Todo intervalo abierto no vacio tiene la potencia del conti-
nuo

Demostracion. (i) Afirmamos que dos intervalos abiertos acotados no vacios
(e, B), (a,b) son equipotentes. En efecto, la aplicacién

x»—>a+<g:z> (x — )

es una biyeccién del intervalo (a, ) sobre el intervalo (a, b).
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(ii) Sea f:R — (—1,1) la aplicacién definida por

oz
_1+|:7c|

f(zx) , Vx € R. (1.3.1)

Entonces es facil ver que f aplica biyectivamente a R sobre el intervalo
abierto acotado (—1,1) (se deja como ejercicio probar los detalles).

También f transforma biyectivamente todo intervalo abierto (o, +00)
en el intervalo abierto acotado (f(«),1), y el intervalo (—oo, ) en
(—1, f(«)). En efecto, basta ver que f es estrictamente creciente.

[l

1.4. Cardinalidad. Teorema de Schroder-Berstein

Definicién 1.4.1. Una relacion < sobre un conjunto B se llama relacion de
orden si satisface:

(i) x <z, Vo € B (reflexibidad);
(i) x <y,y < v = x =y (antisimetria);
(i1i) © < y,y < z => x < z (transitividad).

La relacion de orden < sobre B se llama relacién de orden total, si ademds
de (i), (i1) y (iii), se cumple también

(iv) Yx,y € B wvale por lo menos una de las relaciones:

x <y obien y-<ux.

Una relacion de orden que no es total se llama relacion de orden parcial.

Un conjunto B provisto de una relacion de orden (total, resp. parcial)
se dice conjunto ordenado (totalmente, resp. parcialmente), y lo denotamos
por el par (B, <).

Ejemplo 1.4.2. (a) La relacion < en R (o0 una parte de R) es una relacion
de orden total.

(b) La relacion alb (a divide b) en N, es una relacion de orden parcial.
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(c) Sea Q un conjunto arbitrario. La relacion de inclusion C sobre el con-
gunto de las partes de 2 (o también llamado conjunto potencia), P(2)
es una relacion de orden parcial.

Definicién 1.4.3. Sea (B, <) un conjunto ordenado.

(1) Sea S C B. El subconjunto S de B se llama cadena en B, si la relacion
< restringida a S, hace de S un conjunto totalmente ordenado, es decir,
(S, <) es un conjunto totalmente ordenado.

(2) Sea S C B, ya € B. El elemento a € B se llama mayorante o cota
superior del subconjunto S de B si:

s < a, Vs € S.

(8) Un elemento a € B se llama elemento maximal de B si ocurre la
implicacion:
reBa<r=—r=a.

Si existe elemento mazimal, no necesariamente es unico (proporcione
un ejemplo).

Un importante teorema de la teoria de conjuntos es:

Teorema 1.4.4 (Lema de Zorn). Sea (B, <) un conjunto ordenado. Supon-
gamos que toda cadena en B admite un mayorante en B. Entonces B posee
un elemento maximal.

Observacion 1.4.5. El Lema de Zorn es equivalente al axioma de eleccion.

Definicién 1.4.6. A todo conjunto B le asignamos un simbolo llamado
numero cardinal de B, y notado por Card(B), de tal forma que Card(B) =
Card(C) siy sdlo si B~ C.

Ya lo hicimos en el caso en que B sea finito, entonces Card(B) € Ny.
Ponemos Card(N) := R (alef cero). Asi, Card(B) = Yy si y solo si B es

numerable.

En este curso pondremos Card(R) := N (alef). También es frecuente
denotar al cardinal asociado a R por ¥y (aleph uno), o por c¢. Asi pues,
Card(B) = X si y sdlo si B ~ R (en este caso diremos que B tiene la

potencia del continuo ).
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Definicién 1.4.7. Sean «, 8 numeros cardinales. Sean A, B conjuntos tales
que o = Card(A), f = Card(B). Se escribe o < [ si existe una aplicacion
inyectiva de A en B.

Teorema 1.4.8. Dos niumeros cardinales arbitrarios c, 3 son comparables,
es decir, vale o < 3, o bien, 5 < «.

Demostracion. Sean A, B dos conjuntos arbitrarios (no vacios, con a =
Card(A), 8 = Card(B)). Debemos probar que é bien existe una inyeccién
de A en B, 6 bien una inyecciéon de B en A.

Sea S el conjunto de todas las ternas (C, D, f), donde C C A, D C B,y
f es una biyeccién de C' sobre D.

El conjunto S es no vacio. En efecto, tomemos arbitrariamente algunos
puntos x € A, y € B, y pongamos C := {z}, D :={y}, f : C — D la
aplicacién f(x) = y. Entonces (C, D, f) € S.

Vamos a definir una relacién de orden en S: Sean (C, D, f),(C', D', ') €
S. Escribimos (C, D, f) < (C", D', f') si C C C', D C D', y la restriccién
f'la coincide con f. Se comprueba inmediatamente que < es una relacién de
orden en S.

Sea ahora {(Cy, D;, fi) }ier una cadena en S. Es decir, vale la implicacién

Definimos C' := | J;c; Ci, D := J,;¢; Di- Definimos también f : C' = D como
sigue: Sea x € C' arbitrario. Luego existe ¢y € I tal que z € C;,. Definimos
f(x) = fi,(x) € Dy C D.

(i) Mostremos la univocidad de la definicién de f: Sea j € I otro indi-
ce tal que z € C;. Como {(C;, D;, fi)}ier es una cadena, entonces
(CuDz;fz) = (ijDjafj) 0 (Cj7Dj7fj) = (CzaDzafz) Supongamos
que (C;, Dy, fi) < (Cj, D, f;), luego como = € A; C Aj, se tiene que
fi(x) = fjla,(z) = fi(z), demostrandose la univocidad de la definicién.

(ii) Probemos que f : C' — D es inyectiva: Sean z,z’ € C tal que f(x) =
f(2"). Luego existen i, j € I talque x € C;, 2" € C;. Porser {(C;, D;, f;) }ier
una cadena se tiene por ejemplo que (C;, D;, f;) < (Cj, Dj, f;). Luego
1@) = Fi(@) = Blo() = f(@), y £&') = f(a"). Como f(z) = f(a"),
se sigue que f;(z) = f;(2’). Siendo f; una biyeccién de C; sobre Dj, se
sigue sin més que x = 2’
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(iii) Probemos que f es suprayectiva: Sea y € D arbitrario. Luego existe
1 € I tal que y € D;. Siendo f; una biyecciéon de C; sobre D;, existe
x € C; tal que y = fi(x) = f(z), probando la suprayectividad de f.

Queda pues probado que f es una biyeccion de C' sobre D, de donde
(C,D, f) € S, y por construccién de esta terna, claramente (C;, D;, f;) <
(C, D, f) para toda terna (C;, D;, f;) de la cadena. En otras palabras, (C, D, f)
es un mayorante de la cadena {(C;, Dy, f;)}icr. Por el lema de Zorn, S posee
un elemento maximal. Abandonando las notaciones anteriores, designaremos
a este elemento maximal por (C, D, f).

Afirmamos que bien C' = A 6 bien D = B. Razonando por contradiccion,
supongamos que existen elementos © € A — C, y € B — D. Definamos C’ :=
CuU{z}, D' := DU{y}, ysea f': C" — B’ definida de la forma f'|C =
fyy fl(z) = y. Asi, f' es claramente una biyeccién de C” sobre B’ luego
(C",D',f")e S, con (C,D, f)<(C", D', f),y (C,D, f)# (C',D', f"). Esto
contradice la maximalidad de (C, D, f). Hemos probado pues que:

(1)C=A 6 (2)D=B.
En el caso (1), f es una inyeccién de A en B. En el caso (2), f~! es una
inyeccion de B en A. m

Teorema 1.4.9 (Teorema de Schroder-Berstein). Sea «, 5 numeros cardina-
les. Sia < pyp <a, entonces a = f3.

Demostracion. El enunciado del teorema equivale a lo siguiente: Sean A, B
conjuntos. Si existe una inyeccion de A en B y una inyeccion de B en A,
entonces existe una biyeccion de A sobre B.

Sean A, B conjuntos, f : A — B, g : B — A inyecciones. Sea a € A,
pongamos ag := a, ag se llama antecesor de indice cero de a. Si existe by € B
tal que g(b1) = ag (by serd necesariamente tnico) by se llama antecesor de
indice 1 de a. Si existe as € A (necesariamente unico) tal que f(az) = by, as
se llama antecesor de indice 2 de a. Si existe by € B (necesariamente tinico)
tal que g(bs) = aqg, bs se llama antecesor de indice 3 de a. Inductivamente, se
define el antecesor de indice arbitrario de a (si existe).

Analogamente, sea b € B. Ponemos by := b y le llamamos antecesor de
indice cero de b. Si existe a; € A tal que f(a1) = by, a; se llama antecesor de
indice 1 de b. Si existe by € B tal que g(bs) = ay, by es antecesor de indice



CAPITULO 1. CONJUNTOS 19

2 de b. Inductivamente, se define el antecesor de indice arbitrario de b (si
existe). Definimos

As = {a € A:a tiene una infinidad de antecesores}
A, = {a€ A:elltimo antecesor de a es de indice par, o sea, estd en A}
A; = {a € A: el ultimo antecesor de a es de indice impar, o sea, estd en B}.

Claramente dichos tres conjuntos son disjuntos a pares, y también

A=A UA,UA,.

Anélogamente
B := {be€ B:a tiene una infinidad de antecesores}
B, = {be€ B:eldltimo antecesor de b es de indice par, o sea, estd en B}
B; = {b € Bel ultimo antecesor de b es de indice impar, o sea, estd en A}.

Los tres conjuntos By, B,, B; son disjuntos a pares y
B = B, UB,UB,.
Se ve inmediatamente que
(i) f aplica biyectivamente A., sobre Be;
(ii) f aplica biyectivamente A, sobre B;;
(ili) ¢ aplica biyectivamente B, sobre A;.
Finalmente, definimos h : A — B como

fla) st a€ AL UA,
h(a) :=
g a) si a€ A

Claramente, h es una biyeccién de A sobre B. m

Aplicacién del teorema de Schroder-Berstein. Sea K C R tal que K
contiene un intervalo abierto no vacio. Entonces Card(K) = .

Dem. En efecto, puesto que K C R, entonces (1) Card(K) < Card(R) =
N. También, siendo I un intervalo abierto no vacio tal que I C K,tenemos
(2) X = Card(l) < Card(K). Por el teorema de Schréder-Berstein, se sigue
de (1) y (2) que Card(K) = X, es decir K tiene la potencia del continuo. [
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Definiciéon 1.4.10. Sean o, numeros cardinales. Por definicion, la relacion
a < B significard o < 3, pero o # 5. En otras palabras, si a = Card(A),
B = Card(B), entonces o < [3 significard que : Existe una inyeccion de
A en B, pero no existe una biyeccion de A sobre B (y por el teorema de
Schrdder-Berstein, esto dice que no existe una inyeccion de B sobre A).

Teorema 1.4.11 (Y definicién). Para todo nimero cardinal o eziste un
numero cardinal B tal que o < 8. Mds precisamente, para todo conjunto A

se tiene que
Card(A) < Card(P(A)).

Si Card(A) = «, definimos Card(P(A)) = 2“.

Demostracion. Sea A un conjunto arbitrario. La aplicaciéon a — {a} es una
inyeccién de A en P(A). Luego Card(A) < Card(P(A)). Resta probar que
no existe una biyeccién de A sobre P(A).

Razonando por contradiccion, supongamos que hubiera una biyeccién f
de A sobre P(A). Definimos C' el subconjunto de A dado por

C:={acA:a¢fla)}
Por ser f una biyeccién, existe b € A tal que f(b) = C.
(i) Si b € C, por definicién de C se tiene b ¢ f(b) = C, lo cual es una

contradiccion.

(ii) Si b ¢ C, por definicién de C se tiene b € f(b) = C, lo cual es una
contradiccion.

Esto demuestra que la biyeccion f no puede existir. O]

Hipoétesis del continuo.

Si ocurre Ny < a < N entonces 6 bien a = Ry, 6 bien @ = N (no se puede
demostrar la hipdtesis del continuo).
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1.5.

1

2

10.

11.

Ejercicios
Demuestre que el conjunto de los niimeros primos es numerable.

Sea p un numero natural primo y definamos el conjunto:

Q(/p) :={a+0by/p:a,be Q}.
Demuestre que Q(,/p) es numerable.

Sea n € N fijo, y denotemos por Q,[z]| todos los polinomios p(z) =
ag+ a1x + - - -+ a,x™ de grado < n, con coeficientes ag, ay, - ,a, € Q.
Demuestre que Q,[z] es numerable.

Sea Q[z] el anillo de todos los polinomios en la variable z, con coefi-
cientes en el campo Q. Demuestre que Q[z] es numerable.

Un nimero real o € R se llama algebraico si existe p(x) € Q[z] tal
que p(a) = 0. Demuestre que el conjunto de todos los nimeros alge-
braicos de R es numerable. Un niimero que no es algebraico se llama
trascendente (por ejemplo 7 y el nimero de Euler e).

Pruebe que la aplicacién ¢ : N x N — N dada por

(m+n)(m+n+1)
2 "

p(m,n) =
es una aplicacion inyectiva. De aqui concluya que N x N es numerable.

Demuestre que el conjunto §F(N) formado por todos los subconjuntos
finitos de N es numerable.

Sea F(N,{0,1}) la coleccién de todas las sucesiones {x,} en R tal que
x, = 06 1, para cada n. Demuestre que F(N,{0,1}) ~ P(N).

Usando la hipétesis del continuo, demuestre que Card(P(N)) = .

Demuestre que el conjunto de los nimeros irracionales I es infinito no
numerable.

Pruebe que el conjunto de los ntimeros irracionales tiene la potencia
del continuo.
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12.

13.

14.

15.

Sea 2 un conjunto infinito no numerable y A una parte numerable de

Q). Demuestre que
Q—A~Q.

Concluya que todo conjunto infinito es equipotente a una parte propia.

Establezca la caracterizacién: “Un conjunto es infinito si y solo si es
equipotente a una parte propia”

Proporcione una biyeccién explicita de N® = N x N x N sobre N. Tam-
bién de N* = N x N x N x N sobre N.

Pruebe que la aplicacién f: R — (—1,1) definido por

f(z) = , Vo € R,

es una biyeccién de R sobre (—1,1). Ademds pruebe que es estrictamen-
te creciente. Con ello, demuestre que todo intervalo abierto no vacio es
equipotente a un intervalo abierto acotado, y por lo tanto, equipotente
a R.



Capitulo 2
Sigma-algebras

En este capitulo introduciremos una importante clase de conjuntos, sub-
conjuntos de un conjunto fijo 2, llamada sigma-dlgebra, que en probabilidad,
sera la clase de todos los eventos correspondientes a la realizacién de un expe-
rimento aleatorio y que se llamara la sigma-algebra de eventos. Denotaremos
a dicha clase por letras mayusculas en script &/, 4, €, %,... etc. La clase de
todos los subconjuntos de un conjunto €2 (conjunto potencia) serda denotado

por Z(Q)

2.1. Espacios medibles

Definicién 2.1.1. Dado un conjunto ), sea of C P(QQ) una clase de sub-
conjuntos de §2. Decimos que &/ es una sigma-algebra sobre §2 si satisface
los siguientes axiomas:

(a) Q€ o ;

(b) Vale la implicacion: A € of = A° € o (se dice que &/ es cerrada
bajo complementacion 6 por complemento);

(¢) Si{An}n es una familia numerable (o finita) de subconjuntos de Q) ele-
mentos de & (es decir, A, € &/ para todon € N), entonces | J,— | A, €
o/ (se dice que < es cerrada bajo uniones numerables o a lo sumo
numerables).

Otros nombres son sigma-campo ¢ campo Borel en lugar de sigma-dlgebra.

23
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Un concepto menos fuerte que el de sigma-algebra es:

Definicién 2.1.2. Una familia <7/ de subconjuntos de € se llama una semi-
algebra sobre Q) si:

(a) Q€ o;

(b) Si A € o, entonces A° puede ser expresado como la union de un
numero finito de conjuntos disjuntos elementos de <7 ;

(¢) Cuando A, B € o, entonces ANB € &
Es facil verificar la siguiente observacion:
Observaciéon 2.1.3. Sea &/ una sigma-dlgebra sobre €2, entonces

(a) Si Ay, As,--- € o, entonces (-, An € & (se dice que & es cerrada

bajo intersecciones numerables ¢ a lo sumo numerables);
(b) 0 e o;
(c) Siempre que A, B € o, entonces A — B € o ;

(d) o es una semi-dlgebra.
En el caso de que &/ sea una semi-dlgebra, entonces () € o .

Ejemplo 2.1.4. (i) Ejemplos triviales de sigma-dlgebras sobre un conjun-
to Q0 son, por ejemplo, la sigma-dlgebra indiscreta {0, Q}, y la sigma-
dlgebra discreta P (). Por cierto, note que cualquier sigma-dlgebra o/
sobre ) satisface

(0,0} ¢ o € 2(Q).

En otras palabras, la sigma-dlgebra indiscreta {0, Q} es la sigma-dlgebra
“mds pequeria”’sobre €, y la sigma-dlgebra discreta () es la sigma-
algebra “mas grande”sobre €.

(i1) Sea Q =R, y sea F la clase de todos los subconjuntos de R de la forma

(a, bl con —oo<a<b< oo,
(—00,b], con —oo < b< o0,
(a,00), con —oo0 < a < oo,

R

0

Es facil verificar que % es una semi-dlgebra sobre R.
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Definicién 2.1.5. Sea Q un conjunto y % una sigma-dlgebra sobre ). El
par (2, F) se llama espacio medible.

2.2. Sigma-algebra generada

Se tiene el siguiente teorema que nos permitird construir sigma-algebras
sobre un conjunto.

Teorema 2.2.1. Sea ) un conjunto, y sea € una clase no vacia formada
por subconjuntos de ). Entonces existe una y solamente una sigma-dlgebra
F sobre Q) tal que

(i) € C .F (i.e. F contienen a todos los subconjuntos de Q0 que son ele-
mentos de la clase € );

(i1) Si o es cualquier sigma-dlgebra sobre Q) que contiene a €, entonces
F C .

Podemos decir que F es la sigma-dlgebra sobre Q “mds pequena”que contiene
a todos los subconjuntos de ) elementos de la clase €. Esta sigma-dlgebra se
llama la sigma-dlgebra generada por €, y la denotaremos por o(€). En este
caso diremos que € es una clase generadora de .7 .

Demostracion. Unicidad. Primero mostremos que una sigma-algebra sobre
), Z, satisfaciendo (i) y (ii), es unica: Sea .#* otra sigma-élgebra sobre (2
que satisface los incisos (i) y (ii). Luego .#* es una sigma-dlgebra sobre € tal
que € C F*, entonces, puesto que .# satisface (ii), se tiene que # C F*.
Por otro lado, .#* también satisface (ii), y siendo .# una sigma-algebra sobre
2 que contiene a los conjuntos elementos de &, entonces .#* C .#. De estas
dos inclusiones se tiene que .# = .#*.

Existencia. Consideremos a la clase de todas las sigma-algebras sobre €2 que
contienen a la clase €, es decir,

¥ ={o : o es sigma-dlgebra sobre Q y € C &'}.

Dicha clase es no vacia pues la sigma-algebra discreta Z(Q2) € Z. Definamos
por % la clase formada por todos los subconjuntos de €2 que pertenecen a
todas la sigma-algebras de {2 que contienen a %, es decir,

ﬁ::ﬂd.

odeL
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Claramente .# satisface (i) y (ii). Resta probar que .# es sigma-algebra sobre
Q. En efecto, vale

(a) Como Q2 € & para todo &/ € Z, entonces Q € (oo & = .F.

(b) Si A€ F =), ey, entonces A € o/ para toda sigma-algebra o/ €
£, luego A° € o para todo &7 € &, es decir, A° € [ ey & = F.

(c) Sea {A,}, una familia numerable de subconjuntos de €2 elementos de
F, luego {A,}, es una familia numerable de subconjuntos de 2 ele-
mentos de &7 para toda sigma-dlgebra &/ € £, entonces | J— | A, € o/
para toda sigma-algebra o7 € £. Luego

GAne ﬂ o =F.
n=1 .

Los incisos (a), (b), (¢) prueban que .# es una sigma-algebra sobre {2 que
satisface (i) y (ii).

]

2.3. La sigma-algebra de Borel #(R)

Una sigma-algebra generada fundamental esta definida en Q = R, y la
clase 7 que genera es la clase de todos los subconjuntos abiertos de la recta
real, es decir, 7 es la topologia canonica de R. Recordemos que sobre R se
define la distancia canénica: d(x,y) = |z — y|, Yo,y € R. Recordemos las
siguientes definiciones:

Definicién 2.3.1. (a) Dados v € R y r > 0, definimos la bola abierta
centrada en x y de radio r al subconjunto de R

B(z,r):={y e R:d(z,y) = |z —y| < r}.

Claramente, la bola abierta centrada en x y radio v, B(x,r), coincide
con el intervalo abierto acotado (x—r,x+r), i.e., B(x,r) = (x—r,x+7).

(b) Un subconjunto G de R se dice abierto si vale:
Ve e G 36 > 0 tal que B(z,) = (x — 6,z + ) C G.
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(¢) Denotamos por mr la clase de todos los subconjuntos abiertos de R.
Notemos que todo intervalo abierto es una abierto de R. La clase g se
llama la topologia de R.

(d) Un subconjunto F C R se llama cerrado si su complemento, F¢, es un
subconjunto abierto. Notemos que todo intervalo cerrado es un subcon-
junto cerrado de R. También el conjunto entero R y el conjunto vacio
0 son cerrados.

Observaciéon 2.3.2. La clase T satisface los siguientes hechos:
(Z) R,(Z) € TR,

(ii) Sea {Ga}taen una famila arbitraria de abiertos. Entonces |J,cp Ga €
Tr, es decir, | ep Ga €5 un abierto. Decimos que Tr es cerrado bajo
uniones arbitrarias.

(iii) Sean{G1,--- ,G,} una familia finita de abiertos de R. Entonces (), G;

TR, 0 sea, ()i_, G; es también un abierto de R. Decimos que Tg es ce-
rrado bajo intersecciones finitas.

Por su parte, los conjuntos cerrados satisfaces los siguientes hechos:

Observacién 2.3.3. (i) R y () son cerrados de R;

(ii) Si {F,}aca €s una coleccion arbitraria de cerrados de R, entonces
Naca o s un cerrado de R (la clase de todos los cerrados de R es
cerrada bajo intersecciones arbitrarias).

(iii) Sean {F\,--- , F,} una familia finita de cerrados de R. Entonces|J;_, F;
es un cerrado de R (es decir, la clase de todos los cerrados de R es ce-
rrada bajo uniones finitas).

Definicién 2.3.4. La sigma-dlgebra generada por la topologia ™o de R se
llama la sigma-élgebra de Borel de R, y serd denotada por #(R), es decir,
BR) = o(mr). Un subconjunto A de R tal que A € AB(R) se llama un
boreliano de R.

Teorema 2.3.5. Sea € la clase de todos los cerrados de R. Entonces la
sigma-dlgebra generada por la clase € coincide con la sigma-dlgebra de Borel

de R, es decir, la clase de todos los cerrados de R genera a la sigma-dlgebra
de Borel de R, 0 sea B(R) = o(%).
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Demostracion. Sea .# la sigma-algebra generada por la clase de los cerrados
de R, es decir, .F = 0(%). Sea F un cerrado de R, entonces F° es un abierto
de R, y por lo tanto, F'© € 7p C A(R), y como toda sigma-algebra es cerrada
bajo complementacién, F' € Z(R). Asi, € C B(R), de donde por el inciso
(ii) del teorema 2.2.1,

F =0(%) C BR). (2.3.1)

Por otro lado, si G es un abierto de R, entonces F' = G¢ es un cerrado de
R, es decir, F = G° € ¥ C .%. Como % es cerrado bajo complementacion,
G € Z, de donde g C .#, lo que implica, por el inciso (ii) del teorema 2.2.1,

B(R) = () C Z. (2.3.2)

Comparando (2.3.1) y (2.3.2), se tiene que B(R) = .7 = 0(%¥).
[l

Teorema 2.3.6. Cada una de las siguientes clases de intervalos de R generan
a los borelianos de R:

¢ = {(—o0,z]: 2z €R};
G = {(z,0):z€R}
¢; = {[z,00):z€R};
¢, = {(—o00,2):z€R}
vale decir, B(R) = 0(61) = 0(6s) = 0(63) = 0(%).

Demostracion. Sea € la clase de los subconjuntos cerrados de R. Por el
teorema 2.3.5, B(R) = 0(%). Como ¢, C €, entonces vale

Como toda sigma-algebra es cerrada bajo complementacion, uniones nume-
rables, e intersecciones numerables (ver observacién 2.1.3-(a)), asi también,
teniendo en mente que

(00 = (=o0,2l7, [m00) = (Y= 00),  (~00,2) = [s.00)"
y ademas
(_0072} = ﬂ(—OO,Z + _)a
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entonces vale la cadena de inclusiones
0(61) C o(6s) Co(6s) Co(6) Co(%r),
lo que demuestra que
0(6)) = 0(63) = 0(62) =0(¢1) C 0(€) = B(R).
El teorema quedara probado si demostramos que
BR) C o(61).

En efecto, sea G un abierto de R, luego para todo x € G existe §, > 0 tal que
x € (x — bz, ¢ + 0,) C G. Por la propiedad de la densidad de los racionales,
podemos escoger sendos racionales r,, s, € Qtal que x — 0, <r, <z < s, <
xr + 0, es decir,

T € (rg, 8z C (v — g, + ;) CG.

G= U (r, s],
(r,s)e”
donde & = {(r,s) e Q xQ :r < s, (r,s] C G}. Puesto que Q x Q es
numerable y . C Q x Q, entonces .Z es a lo sumo numerable (ver teorema
1.2.11). Asi, el abierto G es reunién a lo sumo numerable de intervalos se-
miabiertos de la forma (r,s] = (—o0, s] — (—o0,r] € (%)) (ver observacién
2.1.3-(c)). Como toda sigma-dlgebra es cerrada bajo uniones numerables, se
tiene que G € o(%1) para todo G abierto de R, es decir, 7p C (%), de
donde se concluye que #(R) C 0(%1), probandose el teorema.

En otras palabras,

]

2.4. La sigma-algebra de Borel #(R")

Sean € N, n > 1. Consideremos el espacio vectorial real n-dimensional
R ={z= (1, ,x,) :;; €RVi=1,--- ,n}.
Sea || - || una norma fija sobre R™. Se definen los siguientes conjuntos:

(i) Dado x € R" y r > 0, definimos la bola abierta de centro x y radio r
por
Byy(z,r) :={y € R": lz =yl <r}.
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(ii) Un subconjunto G de R™ se llama abierto (con respecto a la norma
considerada || - ||) si

Vo € G Ir > 0 tal que By (z,r) C G.

(iii) Denotamos por 7). la coleccién de todos los subconjuntos abiertos de
R™ con respecto a la norma || - ||. El conjunto 7. contiene a todas las
bolas abiertas Bj.(z,r), es decir, son abiertos de R" (con respecto a la
norma || - ||). También los intevalos n-dimensionales 1™ = I} x - -+ x I,,
con [ intervalo abierto de R para todo £k = 1,--- ,n, son conjuntos
abiertos de R".

La clase 7. se llama la topologia de R™ con respecto a la norma || - |.

Ejemplo 2.4.1. Sobre R" se definen las siguientes normas:

Izl = 2 |l Vo = (z1,--,2,) € R" (norma uno)

lzlle = VDo, @, Vo = (21, - ,2,) € R"  (norma euclidiana)

2]l = maxi<i<p |4, Ve = (21, - ,2,) € R" (norma cibica)

Mas aiun, para cada p > 1, definimos la norma

lzll, = /> |z, Ve = (21, ,2,) € R" (norma p-ésima.)

FEstas normas definen sendas topologias sobre R"™: Ty, Tl 2> Tlllses ¥ Tl
para cada p > 1. El siguiente teorema nos dice que todas estas topologias
coinciden, es decir,

Tl = Tllllz = Tlellee = Il

Teorema 2.4.2 (Equivalencia de normas sobre R"). Cualesquiera dos
normas || - ||, || - || sobre R™ son equivalentes, es decir, definen la misma
topologia:

T = T0I

equivalentemente, existen o, > 0 tal que

af -1 <1< Bl -l

Notacion: FEsta unica topologia sobre R™ inducida por cualquier norma,
se denotard por Tgrn, Yy satisface las mismas propiedades establecidas en la
observacion 2.5.2 para . Por cierto, un subconjuto F de R™ es cerrado si
su complemento F¢ es abierto.
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Definicién 2.4.3. Definimos la sigma-algebra de Borel de R™ como la sigma-
algebra generada por la topologia de los abiertos de R™, y lo denotaremos por
B(R™). Asi,

BR") := o(1rn).

Cada subcongunto de R™ elemento de Z(R") se llama boreliano de R™.

Con las notaciones del teorema 2.3.6, se tiene el siguiente teorema sobre
los borelianos de R™:

Teorema 2.4.4. Cada una de las siguientes clases de subconjuntos de R™
generan a los borelianos de R:

€™ = La clase de todos los subconjuntos cerrados de R™;
¢ = L x-x1I, L, ,I,€%;
" = Lx-x1,, I, 1, €%y
" = Lxx1,, Iy, I, €%
%™ Lixx1I, L I, €%

vale decir, B(R") = o(€") = o(€]") = 0(6y) = U((gg(n)) = U(cgi”)).

Demostracion. La demostracién es similar a la del teorema 2.3.6, y se deja
como ejercicio. O

2.5. sigma-algebra preimagen

Definicién 2.5.1. Sean Q y Q' dos subconjuntos no vacios, f : Q — Q' una
aplicacion.

(a) Para cualquier subconjunto A’ C €, la preimagen o imagen inversa de
A’ bajo f se define como el subconjunto de Q, denotado por f~1(A’)
por

A ={weQ: f(w)e A}
Ast,
we fHA) = f(w) e A

(b) Mds generalmente, si €' es cualquier clase no vacia de subconjuntos
de Q, f71(€") es la clase de preimagenes bajo f (como se define en el
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inciso (a) de esta definicion) de todos los subconjuntos de Q' elementos
de la clase €, i.e. es la clase de subconjuntos de ),

[UE) = {7 (A) € P(Q): A € 6)

La definicién precedente establece que a cada aplicaciéon f : Q —
corresponde una aplicacién f~1: 2()) — (). Note que la existencia de
esta aplicacién no presupone la existencia de una aplicacién inversa de f en
el sentido ordinario.

Teorema 2.5.2. Sean 2, ' dos conjuntos y f : Q — Q' una aplicacion.
Entonces

(i) f7HQY) =Qy f71(0) = 0;

(i) Si A C Q,
fHY = A) =~ f7H(A);

(i1i) Sea {Al}aen una familia de subconjuntos de Q' entonces

= (U A;) U

acA acN

f (ﬂ A;) =) (A

aeh ael
(iv) Si A, B' C Y, vale
fHA =B = f7H(A) - fH(B);
(v) Si A" C B" C €Y, vale
f7HA) C fH(BY);

(vi) Si B y €' son dos clases no vacias de subconjuntos de Q' tal que
B C €', entonces
ffl(%/) C f*l(%’);
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(vii) Si F' es una sigma-dlgebra sobre ', entonces f~1(.F') es una sigma-
dalgebra sobre §;

(viii) Si F es una sigma-dlgebra sobre ), entonces
{Ac:fYA) e F)
1.e., la clase de los subconjuntos e para el cual [~ €
la clase de [ b A’ de Y [ 1 fYA) e F

es una sigma-dlgebra sobre §;

(ix) Si €' es una clase no vacia de subconjuntos de ', entonces

o(f7HE) = (e(?"));

donde o(€") es la sigma-dlgebra sobre €)' generada por la clase €,
mientras que o(f~1(€")) es la sigma-dlgebra sobre 2 generada por la
clase f~H(¢").
Demostracion. Sélo probaremos (ix): Por el teorema 2.2.1, se tiene " C
a(¢"), por (vi) de aqui se sigue que f~1(¢") C f~(c(€")), pero por inci-
so (vii), f7Y(o(%€")) es una sigma-algebra sobre Q que contiene a la clase
f7H€"), y de nuevo, por el teorema 2.2.1, vale

a(f7H(€") C fH(o(€")).
Resta probar la inclusion reciproca. Definamos
B={ACQ: fHA)ea(f HF))}

Por (viii), # es una sigma-algebra sobre €2'. Ademds contiene a ¢”. Por el
teorema 2.2.1,

o(¢') C %,
de donde para todo A’ € o(%”), se tiene que f~(A") € a(f~1(€")), equiva-
lentemente
FHo(€) Co(f(€)
probandose la inclusion reciproca y el teorema. O

Definicién 2.5.3. Dado A C ) definimos la funcién indicadora o funcion
caracterista de A por la aplicacion 14 : 2 — R

1 si weA
La(w) :=
0 si w¢A.
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2.6.

1.

Ejercicios

Sea € un conjunto infinito no numerable, es decir, Card(§2) > N,.
Definamos la clase de subconjuntos de €2 por

o ={ACQ:A obien A° esalossumo numerable}.

Pruebe que &7 es una sigma-algebra sobre Q.

. Sea 2 un conjunto infinito no numerable, y sea % la coleccién de los

conjuntos unipuntuales de X, vale decir

C = {{x}:xeX}.

Encuentre la sigma-algebra generada por 4. Comparela con la sigma-
algebra del problema precedente .«7. ;Quién es mas grande? ;Son dife-
rentes?.

En R considere la sigma-algebra o7 definida en el problema 1. Establez-

ca alguna relacién de inclusién si existiera, entre o7 y la sigma-dlgebra
de Borel Z(R).

Pruebe que la clase formada por todos los subconjuntos compactos de
R generan a Z(R).

Pruebe que también #(R) es generada por la clase de todos los inter-
valos abiertos y acotados con extremos en el conjunto de los racionales.

. Sea .# una sigma-algebra sobre §2, y sean Aj, Ag,--- € %. Para cada

k € N sea
By :={w € Q:w € A, para al menos k valores distintos de indices n}.

Muestre que

(a) By € .Z para cada k € N;
(b) B :={w € Q : w € A, para un infinidad de indices n}. Pruebe

que
B = ﬂ By
k=1
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10.

11.

12.

13.

14.

(¢) Muestre también que

-0
k=1 \m=k

Sea A una parte propia de {2 no vacia. Demuestre que la sigma-dlgebra
generada por {A} es {0,Q, A, A°}.

Encuentre la sigma-édlgebra generada por la clase 4 = {{1,2},{1,3}}
si

(a) Q= {1,2,3,4};
(b) Q={1,2,3,4,5}.

Sean € y €™ dos clases no vacias de subconjuntos de €). Pruebe que

(a) Si € C €*, entonces o(¥¢) C o(€*);
(b) Si ¥ C €* C (%), entonces 0(€) = o(€*);
(c) a(a(%)) = o(F).

Sean f : Q — ', g : ' — Q" dos aplicaciones, y sea h = gof : 2 — Q.
Pruebe que si A” C 2", entonces

hfl(A//) — f—l(gfl(A//)).
Suponga que f : € — Q' es una aplicacion, y sea %’ una semi-algebra
sobre (V. Pruebe que f~(%”) es una semi-dlgebra sobre ).

Sean A, B C Q. Demuestre que 1405 = 1a+ 15— 14np = méx{1ly4,1p}.
También demuestre que 140 = 14 - 1p = max{1a, 15}.

Muestre que si A C B C 2, demuestre que 14 < 1p.

Sea [ : Q — € una aplicacién. Para cada A C 2 definimos
flA) ={f(w):we A} C .

Pruebe los siguientes resultados

(i) f(0) =0, pero f(Q) C ' (puede haber inclusién estricta);
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(i) Sea {A4}aea una coleccién de subconjuntos de 2. Entonces
f(UaeAAa) = UaEAf<Aa);
pero

F(Naerda) C Naenf(As), (La inclusién puede ser estricta).

(iii) Si A C B C Q, entonces f(A) C f(B).

(iv) Son falsas las aseveraciones siguientes:
f@=A) c@—f4), @-fA)cfl@-4), (AcQ).

(v) Muestre que si A C Q, entonces A C f~(f(A)). Construya un
ejemplo donde la inclusion estricta es posible.

(vi) Muestre que si A’ C €, entonces f(f~1(A4’)) C A’. Construya un
ejemplo donde la inclusion estricta es posible.

(vii) Para cualquier clase no vacia de € C Z£2(Q2) de subconjuntos de
), definimos

f(€)={f(A): Ae €} C 2(Q).

Construya un ejemplo para mostrar que si .% es una sigma-algebra
sobre ), entonces f(.%) no es necesariamente una sigma-algebra
sobre ') ain incluso si pasa que f(Q2) = Q.
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