Probabilidad II-MCM. Lista 3.

. Demuestre que la funcién

f(z) = E(c2 +23)7, >0, —oco<x< o0,
T
es la densidad de una distribucién de probabilidad con funcién carac-
teristica o(t) = e . La funcién f se llama densidad de Cauchy con

pardmetro c.
Si Xy,---, X, son vv.aa. independientes con distribucién de Cauchy

con la misma ¢, calcule la distribucién de S,,/n, con S, = X;+-- -+ X,,.

. Use funciones caracteristicas para verificar que una combinacion lineal
de vv.aa. independientes normalmente distribuidas también es normal

(es decir, si X} tiene distribucién N(ux,0%), k = 1,--- ,n, entonces

a1 X1 + -+ +a, X, tiene distribucién N(ajp1 + -+ + Appln, a302 + -+ +
2 2

azor).

. Supéngase que [, |z|* dF(x) < oo para algin entero positivo n > 0, y
sea o la funcién caracteristica de F'. Demuestre que la n-ésima derivada
©™(t) de ¢ existe, es continua y satisface:

S (1) = /R (i)™ dF(z).

En particular, nétese que ¢™(0) = i"E(X™).

. Demuestre que si ¢ es una funcién caracteristica, entonces en no-
negativa definida, es decir, para cualquier n € N, ty,---,t, € R,
21,00, 2, € C, vale

SN elte -tz = 0.

k=1 j=1

. Si X = (X4, ,X,) es un vector aleatorio n-dimensional, su funcién
caracteristica conjunta se define como

o(u) = E(e™X) para todo u = (uy,--- ,u,) € R,
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en donde .
u - X = Z Uij,
j=1

0 equivalentemente

plw) = [ o dP(z),
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con x = (1, - ,x,) € R" y es el producto interno euclidiano
candénico en R", donde F': R” — R es la f.d.p. de X. Demuestre que:

(a) ¢(0)=1,con0=(0,---,0) € R

(b) |p(u)| <1 para todo u € R™;

(¢) ¢ es uniformemente continua sobre R";
)

(d) SiY = (Y1, --,Y,) es un vector aleatorio definido por
Y. = ap + bp Xg, con ag, b, € R para k =1,--- ,n. Pruebe que la
funcién caracteristica ¢ de Y es

(u) = em'“gp(blul, s by, a=(ar, - ,ap).

Sea X ~ I'(p,b) una v.a. con distribucién gamma con parametros p y
b. Use el ejercicio 3 para probar que EX = p/b, EX% = p(p + 1)/b%, y
por lo tanto, var(X) = p/b?.

Sean Xi,---, X, v.a. independientes con X ~ ['(p,b), k=1,---,n
Demuestre que X + - - - + X, tiene distribucién I'(p; + - -+ + pp, b). En
particular, si X ~ ['(p,b), k =1,--- ,n, son vv.aa. i.i.d., entonces

X1+ -+ X, ~(np,b).

. Pruebe que si X ~ N(0,1), entonces X? ~ T'(1/2,1/2).

Sean Xp,---,X, v.a. iid., con X} ~ N(0,1). Pruebe que la v.a. ji-
cuadrada con n grados de libertad:

Xy = XT 4+ X

tiene distribucién I'(n/2,1/2). Demuestre de aqui que E(X%n)) =ny

var(xg,) = 2n.

Obtenga resultados similares al problema precedente si X; ~ N (0, c?).



