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Objetivo:

Al finalizar el curso el estudiante conocerda y manejara las principales técnicas matematicas de
la teoria de variable compleja, las series y las transformadas integrales definidas de funciones
reales. En particular podra realizar las operaciones aritméticas elementales y realizar calculo de

integrales en trayectorias cerradas.

Propésito:

Este es el primer curso que proporciona una introduccion a las herramientas matematicas que
utiliza la fisica en la solucién de problemas tanto de la fisica tedrica o aplicada. Por ello, debe
hacerse énfasis en la resolucion de problemas por parte del estudiante con objeto de capacitarlo
y desarrolle su experiencia para enfrentar y manejar matematicas mas avanzadas y comprender
las ideas de manera mas precisa sobre el significado fisico de las ecuaciones que resultan en la

fisica-matematica.



0.1. Numeros complejos

No existe nihero real x que satisfaga la ecuacién polinémica x? + 1 = 0. Para resolver este tipo
de ecuaciones, es necesario introducir los nimeros complejos .

Consideramos a un nimero complejo como una expresion de la forma a4+ b , a y b son niimeros
reales, 7 se denomina unidad imaginaria, con la propiedad de que i> = —1. Si z = a + ib, a se
llama la parte real de z y b la parte imaginaria de z y los denotaremos por por Rez e Imz,

respectivamente.

El simbolo z, que representa cualquier elemento del conjunto de niimero complejos se le llama
una variable compleja. También podemos representarlo por (a,b).

Dos nimeros complejos a + ib v ¢ + id son iguales si y solamente si a = ¢y b = d.

Podemos considerar a los nimeros reales como el subconjuntos del conjunto de los nimeros

complejos con b = d.

El conjugado complejo de un niimero complejo a + ib es a — ib

El conjugado de un ntmero z se denota frecuentemente por Z.

0.1.1. Operaciones fundamentales con nimeros complejos

Podemos proceder, en muchos casos como el dlgebra de niimeros reales y sustituyendo i? por

—1 cuando aparezca.

1.-Adicién : (a+ib) + (c+id)=a+ib+c+id = (a+¢c) + i(b+ d)



2.- Sustraccion :(a + ib) — (¢ +id) = a+ib — ¢ —id=(a — ¢) + (b — d)i

3.- multiplicacién :(a + ib)(c + id) = ac + iad + ibc + i*bd=(ac — bd) + i(ad + bc)

at+ib__ a+ib c—id__ actbd+(bc—ad)i
c+id~  ctid c—id c24-d?

4.- Divisién:

0.1.2. Valor absoluto o médulo

El valor absoluto o médulo de un niimero complejo a + ib se define como (a + ib) = (a2 + b%)z

Siz1, 20, ....... , Zp Son numeros complejos, las siguientes propiedades son validas:
L-|z122| = |21] |22] , |21, 20-.20| = |21] |22] ... |21
2- 2] =[2]sizn#0

- |21+ 2] < z| + |22] , |21+ 22+ o + zo| <2l 22| + ot |20

d- |21 + 2| > |21] - |22] 6 |21 — 22| > |21] - |22

0.1.3. Representacion grafica de nimeros complejos

Si elegimos ejes reales sobre dos rectas perpendiculares X’OX Y Y'OY ( los ejes z y y respec-
tivamente) podemos situar cualquier punto del plano determinado por estas rectas mediante la

pareja ordenada de nimeros reales, (x,y) o coordenadas cartesianas del punto .



Un ntmero z + ¢y se puede considerar como una pareja ordenada de nuimeros reales, podemos
representar estos nimeros por puntos en un plano zy, llamado el plano complejo o diagrama de
Argand, por ejemplo, el niumero representado por P se puede leer como ( 3, 4) 6 3, +4i. Asi a
cada nimero complejo corresponde uno y solamente un punto en el plano y reciprocamente a

cada punto en el plano corresponde uno y solamente un niimero complejo.

A menudo mencionamos al nimeroscomplejo z como al punto z y algunas veces nos referimos
a los ejes x y y como a los ejes real e imaginario, respectivamente, y al plano complejo como al
plano z. La distancia entre dos puntos z; = xy + iy1, 22 = T2 + iy2 en el plano complejo esta

dada por |z; — 2| = [(z1 + 22)*+ (% — )2 %

0.1.4. Forma polar de nimeros complejos.

Si P es un punto en el plano complejo correspondiente al nrhuero complejo (x,y) o x + iy en-
tonces:

r = 1rcosO®, y = rsen®, donde r = \/Wy2 = |z + 1y| se le llama el médulo o valor absoluto
de z = xiy denotado por |z| y © es llamado amplitud o argumento de z = z + iy y es el dngulo

que forma la recta OP con el eje positivo z.

Podemos dedicar que z = z+iy =r(cos© + sen®) llamada la forma polar de niimero complejo, y
ry © se llaman coordenadas polares. Algunas veces es conveniente escribir la abreviatura cis©
por cosO + isen®.

Para cualquier niimero complejo z # 0 corresponde solamente a un valor © en 0 < © < 27



0.1.5. El teorema de De Moivre.

Sizy = + iy = r1(cosl +isend,) y 25 = Ty + iys = 1ro(cosby + isents)
entonces:

2129 = rira{cos(0y + b3) + isen(0y + 63)}

2 =11 {cos(th — O) +isen(0r — 02)}

22

Una generalizacién correspondiente conduce a:

212902 =TT {cos(by + 02 + ... + 6,) + isen(f1 + 05.....0,,) }

y en el caso z; = zg...... = z, = z lo anterior queda como z" = {r(cosf + isend)}" =r"(cosnb +

isenf) que frecuentemente se le llama el teorema de De Moivre.

0.1.6. Raices de numeros complejos.

Un ntmero w es llamado una raiz n-ésima de un nrhuero complejo z si w™ = z y escribimos
1
W= zn.

Del teorema de De Moivre, podemos demostrar que si n es un entero positivo

1

2w = {r(cos + isenf) } = (H2ET) 4 sen(H2T) | =0,1,2,..n — 1
de lo cual se deduce que hay n valores diferentes para z%, esto es n diferentes raices n- ésimas

de zsiz#0



0.1.7. Formula de Euler

Suponiendo que el desarrollo de la serie infinita e* =1+ z + %2 + ”3—; + ... del célculo elemental
se aplica cuando z = i, podemos expresar €0 = cosf + isend), e = 2, 7T1828...... y es llamada la
formula de Euler.

En general definimos e* = e + 'y = e®e'y = e*(cosy + iseny) si y = 0 se reduce ae®.

(10)n _ ,ind

Veremos posteriormente que el teorema de De Moivre se reduce esencialmente a e e

0.1.8. Los raices n-éstimas de la unidad

Las soluciones de la ecuaciéon z" = 1, n es un entero positivo se llaman las raices n-ésimas de la
unidad y estan dadas por:

7 = cos®T 4 jsenHT = 27 /M | =0,1,2,...n— 1,

n

haciendo w = cos%7r + z'sen%” — 2

las n raices son 1,w, w?, ......,w" — 1.
Geométricamente representan los n vértices de un poligono regular de n lados inscritos en una
circunferencia que tiene radio unidad con centro en el origen. Esta circunferencia tiene como

ecuacién |z| =1, se le conoce como circunferencia unidad.

0.1.9. Producto escalar y vectorial

Sean z,= x1 + 1y, yz2 = T2+ 1ys dos nimeros complejos (vectores).El producto escalor( también
llamado el producto interno) de z1y 2o esta definido por
21+ 2= |21]| |22| cosl = x129 + Y1y = Re{z120} donde 6 es el dngulo entre 2z, y 23 y que esta

entre 0 y 7.

El producto vectorial de z; y 25 estd definiendo por z1xze = |z1| |22| senf= x1ys — Y120 =



[m{?lzg}

Ahora si 21 y z3 son distintos de cero, entonces

1) Una condicién necesaria y suficiente para que z; y 23 sean perpendiculares es que 2z - zo = 0

2) Una condicién necesaria y suficiente para que z; y zo sean paralelos es que z; X zo =0

3) La magnitud de la proyeccién de z, sobre 2, es _|Z|12'2Z‘2|

4) El &rea de un paralelogramo de lados z1 y 25 es (21 X z2)

0.2. Funciones, limites y continuidad

Un simbolo, en este caso z, el cual representa a cualquier elemento de un conjunto de nimeros
complejos es llamado una variable compleja z, si le corresponde uno o méas valores de una va-
riable compleja w, decimos que w es una funcién de z y escribimos w = f(z) o w = g(z), etc.
La variable z comtinmente es llamado la variable independiente, mientras que w es llamada la
variable dependiente. El valor de una funcién en z = a se escribe f(a).

Luego si f(z) = 22, entonces f(zi) = (z1)? = —4



0.2.1. Funciones univocas y multivocas.

Si a cada valor de z corresponde sélo un valor de w, decimos que w es una funcién univoca de z
o que f(z) es univoca. Si mas de un valor de w corresponde a cada de z, decimos que w es una
funcién multiivoca o multiforme de z.

Una funcién multivaluada puede considerarse como una coleccion de funciones univocas; cada
miembro de esta coleccion serd llamado una rama de la funcion. Se acostumbra considerar a un
miembro particular como una rama principal de la funcién multivoca y el valor de la funciéon

correspondiente a esta rama como el valor principal.

Ejemplo (teorema de De Moivre):

Si w = 2?, entonces para cada valor de z existe sélo un valor de w. Por esto w = f(z) = 22 es

una funcién unvoca de z.

. 1 . 1
Si w = 22 entonces para cada valor de z existen dos valores de w. De donde w = f(z) = 22 es

una funciéon multivaluada de z, para este caso bivaluada.

Cuando hablemos de cualquier funcién, supondremos, al menos que se diga lo contrario, que es

una funcioén univoca.

0.2.2. Funciones inversas

Si w = f(z), entonces podemos considerar a z como una funcién de w, simb licamente z =
g(w) = f~Y(w). La funcién f~! sellama la funcién inversa de f. Entonces w = f(z) yw = f~(2)

son funciones inversas, una de la otra.



0.2.3. Transformaciones

Si w =w-+iv (uy v son reales) es una funcién univoca de z = = + iy (z,y , reales), podemos

escribir u 4+ iv = f(x + iy). Igualando partes real e imaginaria esto es equivalente a:

a=a(x,y),v=uv(x,y).

Entonces al punto (z,y) es el plano z, tal como p. Le corresponde el punto(u, v) en el plano w
digamos p’. Al conjunto de ecuaciones u = u(z,y), a lo equivalente, w = f(z) es llamada una
transformacién . Decimos que el punto P se aplica o transforma en el punto p’ por medio de la

transformacién y llamadas P’ la imagen de P.

2 entonces u + iv = (z + 1y)? = x? — y* + 2xyi y la transformacién es

Ejemplo .- si w = z
u = z* — y? v = 2zy. La imagen de un punto(1,2) en el plano z es el punto (—3,4) en el plano

w.

0.2.4. Funciones elementales

Las funciones polinominales son las definidas por:
w = apz" + a;z™ +.... + ay, 2 + a, = P(z) donde ag # 0 ay, ..., a, son constantes complejas y n

es un entero positivo llamado el grado del polinomio p(z).

p(z)
Q(2)

mios. Las funciones trigonométricas o circulares senz, cosz, etc., los podemos definir en términos

Las funciones algebraicas racionales son las definidas, por w donde p(z) y Q(z) son polino-

de las funciones exponenciales como sigue :

iz_ ,—1z iz —1z
senz = &=— | cosz =“E—
-1 - __2
SeNZ = = = miow etc.

2

sen’z + cos?z = 1, sen(—z) = senz , cos(—z) = cosz etc.



0.2.5. Limites

Sea f(z) definida y univoca en una vecindad de z = z con la posible excepcién de zy (o sea, en
una velocidad reducida de zp).
Decimos que el nimero ¢ es el limite de f(z) cuando z tiende a zy y escribimos lim f(z) = ¢ Si

para cualquier niimero positivo

Z — 2

¢ ( posiblemente muy pequeno) podemos encontrar algin nimero positivo § (generalmente de-

pende de €).

En tal caso decimos que f(z) tiende a ¢ cuando z tiende a z y lo escribimos como f(z) — ¢
cuando z — 2y . El limite debe ser independiente de la manera como z se aproxima a zj.
Geométricamente, si z, es un punto en el plano complejo, entonces lim (z) = ¢ si la diferencia
en valor absoluto entre f(z) y ¢ puede z — z

hacerse tan pequeno como queramos escogiendo los puntos z suficientemente préximas a zo (exi-

giendo 2z = zp).

0.2.6. Teoremas sobre limites

Si

lim f(z) = A
y

lim ¢g(z) = B

Z—r20



Entonces

1. — lm{(2) + g(2)} = lim f(2) + lim g(2) = A+ B

Z—20

2. —lim{f(z) = g(2)} = {lim f(z)}{lim g(2)} = A - B

3.~ lim {(=)g(2)} = lim f(=)}{im g(2)} = AB

Z—r20

) lmea () A
4. —1 = = 5siB#0
B 0e) " Tmemgz) BT

0.2.7. Continuidad

Sea f(z) definida y univoca en una vecindad de z = zy asi como en z = z,. La funcién f(z) se
llama continua en z = zg, si lim,_,,,(2) = f(z20).

Observemos que para que f(z) sea continua en z = 2y debe cumplir

L.- lim f(2) = ¢ debe existir.

2.-f(z9) debe existir, o sea f(z) estd definida en z.

3- 0= f(z)

Los puntos en el plano z donde f(z) nos es continua seréan llamadas discontinuas en esos puntos.



0.2.8. Teoremas sobre continuidad

Teorema 1.- Si f(z) y g(z) son continuas en z = z entonces f(z) + g(2)g(z) — g(2), f(2)g(z) vy
%) son continuas también, la ultima solamente si g(zg) # 0.

Teorema 2.- si w = f(z) es continua en z = 2y y z = g(&§) es continua en & = &y y si & = f(zp),
entonces la funcién w = g[f(z)], llamada funcién compuesta es continua en z = zy, es decir, la
compuesta de funciones continuas es continua.

Teorema 3.- si f(z) es continua en una regién, entonces las partes real e imaginaria de f(z) son

también continuas en la region.

0.3. Sucesiones

Una funcién de una variable entera positiva, denotada por f(n) o u,, donde n = 1,2,3,.... se
llama una sucesion. Entonces una sucesioén es un conjunto de niimeros aq, as, as.... arreglada en
un orden definido y formadas de acuerdo con una regla definida. Cada ntiimero en la sucesion
es llamado un término y {a,} es llamado el término n-ésimo. La sucesién aq, ag, as..... se denota
también brevemente por {a,}.La sucesién se llama finita o infinita de acuerdo a si existe un

numero finito de términos o no en la sucesion .

Ejemplo.-
El conjunto de niimeros 1+ ,%, (145_'@)3 es una sucesion infinita. El término n-ésimo esta dado
por U, = M =1,2,...

n

0.3.1. Limite de una sucesién

Un numero ¢ se llama el limite de una sucesion infinita ay, as, as, ... si para cualquier nimero

positivo € podemos encontrar un nimero positivo N que depende de ¢ tal que |u,, — ¢| < £ para



todo n > N. En tal caso escribimos

lim = a,/
n—oo

Si el limite de una sucesion existe, la sucesion existe, la sucesién se llama convergente, de lo
contrario divergente. Una sucesién puede converger a un solo limite, es decir, si el limite existe

es unico.

0.4. Teoremas sobre limites de sucesiones

Si
lim a, = Ay lim b, = B

n—oo n—oo

entonces

1. — lim a, £ lim a,b, = A+ B

n—00 n—oo

n l/noon A
2.—lima——u:—szB7€0

n—oo b,  lim, .o b, B

0.4.1. Diferenciacion compleja y las ecuaciones de Cauchy - Rie-

mamnn

Si el limite existe independientemente de la manera como A, — 0, En tal caso decimos que f(z)
es diferenciable en z. Algunas veces usamos h en vez de Az. Ahora bien, aunque la diferencia-

bilidad implica continuidad, lo reciproco no es cierto.



0.4.2. Funciones Analiticas

Si la derivada f'(z) existe en todo punto z de una regién R, entonces diremos que f(z) es
analitica en R y nos referimos a ella como una funciéon anélitica en R. Los términos regular y
holoforma son usados algunas veces como sinénimos de analitica.

Una funcién f(z) es llamada analitica en un punto zy, si existe una vecindad |z — zp| < § tal

que en cada punto de ella f'(z) exista.

0.4.3. Ecuaciones de cauchy - Rieman

Una condicién necesaria para que w = f(z) = u(z,y) + ir(x, y) sea analitica en una regién R es
que, en R;u,v satisfagan las ecuaciones de Cauchy - Riemann.

au __ av au __ av

ar ay’ ay ar

Utilizando la definicién del producto vectorial de dos ntimeros complejos definimos el rotor de

una funciéon compleja por medio de:

0 1
RotA=V x A=§2 -

4.- Laplaciano
El operador laplaciano esta definido como el producto escalar de V consigo mismo, es decir,

V-V=V=5 15

donde Sn(z), es llamada la n-ésima suma parcial, es la suma de los primeros n términos de la
sucesion {U,(z)} .

La sucesién s1(z), $2(2), ..., $p(2) se simboliza por

ur(z) +ug(2) + ... = Zun(z)



llamada serie infinita. Si

lim S, (z) = S(z),

n—o0
la serie se llama convergente y s(z) es su suma; de otra manera la serie llamada divergente.

Algunas veces escribiremos
o

Z Un(2)

como Y U,(z) o > U, por brevedad.

Si una serie converge para todos los valores de z (punto) en una regién R, R se le llama la regién

de convergencia de la serie.

0.4.4. Convergencia absoluta

Una serie ~
Z Un(2)
n=1

se llama absolutamente convergente si la serie de los valores absolutos, es decir,

pCAGIE
n=1
converge. Si

>

n=1

converge, pero

(o]

> |Un(2)]

n=1
no converge, decimos que

o
> Un2)
n=1

es condicionalmente convergente.



0.4.5. convergencia uniforme de sucesiones y series

En la definicion de limite de una sucesion de funciones se recalcd que el nimero N depende en
general de ¢ y el valor particular de z. Puede esperarse, sin embargo, que podamos encontrar un
nimero N tal que |U,(z) —U(z)| < € para todo n > N y para todo z en una regiéon R (es decir,
N dependa solamente de € y no del valor particular del punto z en la regién). En tal caso deci-

mos que U, (z) converge uniformemente, o es uniformemente convergente U(z) para todo z en R.

Andlogamente si la sucesién de las sumas parciales {5,,(z)} converge uniformemente a s(z) en
una region, decimos que la serie infinita converge uniformemente, o es uniformemente conver-

gente en la region.

0.4.6. Serie de potencias

Una serie de la forma:
ap +ai(z —a) +as(z —a)* + ... :Zan(z—a)”

se llama una serie de potencias en z —a . Algunas veces serd indicado brevemente por Y an(z —

a)?.

Claramente la serie de potencias (z) converge para z = a y este puede ser el inico punto para
el que converge. En general, sin embargo, la serie converge para otros puntos.

-Algunos teoremas importantes

Teorema 1.- si una secesion tiene un limite, el limite es tinico.

Teorema 2.-



0.5. Teorema de Laurent

Sean C y Cs circulos concéntricos de radios R; y Rs respectivamente y centro en a.

Suponga que f(z) en univoca y analitica sobre C} y C5 en la regién sombreada R entre C} y

C5. Sea a + h un punto en R. Entonces tenemos:

_ 2y 400,02 A
fla4+h) =ag+ath+ah”+ ...+ - + 72 + 3 + ..

donde:

1

R (C

21t Jo, (2 —a)ntt
n=0,1,2,...

1

n = 5 a z—a)" ' f(2)dz

n=1.23....

C1 y C5 se recorren en la direccién positiva respecto a sus interiores. Los coeficientes de a,, y

a_, se llama una serie o desarrollo de Laurent.

0.6. Residuos

Sea f(z) univoca y analitica dentro y sobre el circulo C' excepto en su centro, el punto z = a.

Entonces, f(z) tiene una serie de Laurent en torno a z = a dada por:

o0

f(z) = Z an(z—an=ap+a(z—a)+..+ + + ...

n=—oo

donde



1 f(2)
n=5— ¢ ——=—7dz,
o (z —a)ntt ©

n=0,£1,+£2, ..
En el caso especial n=-1, tenemos

1
271

7{ f(2)dz = 2mia_4
c

ya que a_; es el unico coeficiente se llama el residuo de f(z) en z = a.

0.7. Calculo de Residuos

Para obtener el residuo de una funcién f(z) en z = a, debemos encontrar el desarrollo de Laurent
de f(z) en torno a z = a. Sin embargo, en el caso donde z = a es un polo de orden k existe una

férmula simple para a_; dada por:

) 1 dk—l
a_; = lim —'W(Z —a)*f(2)

z2—a (k — 1)

-El terorema del residuo.

Sea f(z) univoca y analitica dentro y sobre una curva simple cerrada C' excepto en las singula-

ridades a, b, ¢, ... interiores a C' con residuos dados por a_1,b_1,c_1, ...

Entonces el teorema del residuo dice:

f f(2)dz =2mi(a_y +b_1 + c_1)
c

es decir, la integral de f(z) alrededor de C es 2mi veces la suma de los residuos de f(z) en las

singularidades encerradas por C.



0.8. Transformada de Laplace

* Definicién de la transformada de Laplace.

Sea F'(t) una funcién de t definida para ¢t > 0. La transformada de Laplace de F(t), denotada
por Z{F(t)}, se define como

LIF)} = f(s) = /0 T et p ()t
donde s es real.

Se dice que la transformada de Laplace de F(t) existe cuando la integral anterior converge para

algiun valor de s; de otra manera, se dice que no existe.
-Notacion.

Cuando se indique con Maytscula una funcién de t, como F(t), G(t),Y(t), etc.. La transfor-
mada de Laplace de dicha funcién se denotara por la correspondiente letra minuscula, es decir,
f(s),9(s),y(s), etc.. En otros casos pueden usar el simbolo ( ) para denotar la transformada de

Laplace. Asi, p. €j. la transformada de Laplace de u(t) es u(s).
-Transformadas de Laplace de algunas funciones elementales.

Algunas propiedades importantes de la transformada de Laplace. Para los teoremas siguientes se
supondra, a menos que se establezca lo contrario, en todas las funciones, que sus transformadas

de Laplace existen.

1.- Propiedad de la linealidad. Si C} y C5 son constantes y Fi(t) y Fy(t) son funciones cuyas

transformadas de Laplace son, respectivamente, fi(s) y f2(s), entonces:
ZL{C1Fi(t) + Cos(8)} = CLZ{F (1)} + CoZ{Fa (1)} = Cifi(s) + Cafals).
Este resultado puede extenderse a mas de dos funciones.

2.- Propiedad de traslacion.



Si Z{F(t)} = f(s), entonces
L{e"F(t)} = f(s —a)

3.- Propiedad del cambio de escala.

Si Z{F(t)} = f(s), entonces

2Rt} = 1)

4.-Si L{F(t)} = f(s), entonces

LA{F'(t)} = sf(s) — F(0).

0.9. Serie de Fourier.

Encontrar la serie de Fourier para la funcién f(t) definida por =

-1 -T/2<t<0

ft) =
1 0<t<T/2

La transicién de funciones que tienen periodo 27 a funciones que tienen cualquier periodo T es

simple, porque estas pueden ser afectadas por un cambio de escala.

Supongamos quef(t) tiene periodo T'. Entonces podemos introducir una nueva variable = tal

que f(t), como una funcién de x, que tiene periodo 27 sea:

a)t =gz
2T

x = 47 corresponde para t = +¢/2 Esto significa que f, como funcién de z tiene periodo 27 .

Por lo tanto si f tiene una serie de Fourier, esta serie debe ser de la forma:



(a) f(t) = f(&E2) = ap+ Ynr; (ancosnz + bysinnz)

cuyos coeficientes podemos obtenerla de la férmula de Euler:

=5 [T f(E2)dz apt [T (Ex)cosnx dx.

b, = %f: f(%a:)sinm: dz.

podriamos usar estas férmulas directamente, pero el cambio at simplifica los calculos. ya que:

_ 27 __ 27
X ——'7-t - d17——'7?dt,

Y el intervalo de integracion sobre el eje x corresponde al intervalo:

<t<

wlﬂ
Sl

Por consiguiente, podemos ver que las coeficientes de Fourier de una funcién periodica f(t) de

periodo T estan dados por las féormulas de Euler:
T/2
=z T/2

T/2

2nwt
an, TfT/2 DAt n=1,2,.

2nmt

bn=7% f 72 f t)sin =7 dt

Asi, la serie de Fourier (2) con x expresada en términos de t se convierte en:

f()ao + >0 (ancos®Zt + b, sin2t).



Esto implica de nuestra funcion:

-1 -T/2<t<0

ft) =
1 0<t<T/2
tenemos entonces:
_TfTZ/iQ _%[IT/Z dt+fT/2 ] :%} _t’T/Q +t ’T/Q
=2(-T/2) + 2(1/2) = 0
ap =% f T/2 (t)cosrLdt.
= 2| ) p(=DeosZztar + [ costat]
=2 :— ZTTlm sen(2mt)|0 + 2;,, sen(2t) 0T/2
=2 — | = %sen(—Qm(;Tﬂ)) + zzﬂsen(w)

Ahora bien, por ser seno una funcién impar=—sen(z) = sen(—x), entonces:

2

= Zsen(ZTW2 1) 4 T sen| =0

T 2nm



N
o

3

3

_ %[cos(%”gm) _ 1”

S
L

3

3

=L [1 — cos(nm) — cos(nm) — —i—l]

Ahora, por ser coseno una funcién par: cos(—x) = cos(x), entonces:

= L |1 — cos(nm) — cos(nm) — —i—l] =2 [1 - cos(mr)}n #0

— b, = 0.

Cuando n es par, b, = % y cuando n =1,3,5,7,....., tenemos finalmente:
f(t) = %[Sm( t) + ssen(S5t) + tsen(H5t) 4+ fsen(1Et) + ...

o bien, podemos expresarlo como:

4 Sy T sen((2n - 1)2%75)



0.10. Ejemplos varios

En esta seccion se ejemplifican algunos ejercicios propuestos en clase.

1.- Resolver si la siguiente ecuacion es armonica, y si es analitica, si no es el caso encontrar el

valor de u o v para que lo sea.
a=e*(xSeny —yCosy)
criterio para saber si es armonica
Ouy e oo
encontramos % y 22772‘

ou = e=2(Seny) + (zSeny — yCosy)(—e™®)

= e *(Seny) + (yCosy — xSeny)e ™

% =e *(Seny +yCosy —xSeny)

% = e *(=Seny) + (Seny + yCosy — x Seny)(—e™")

e *(=Seny) + (z Seny — Seny — yCosy)e ™
9%u

55 = e “(xSeny —yCosy — 2 Seny)

So=e*(zCosy — [y(—seny) + (cos y)(1)])
g—z =e *(xCosy+ySeny — Cosy)
o= e "(—z Seny + Seny +yCosy + Senvy)

Pu — o=*(—g Seny + 2 Seny + y Cos )



=e *(zSeny —yCosy —2Seny) +e *(—xSeny +2Seny +yCosy)
=e “(xSeny —yCosy —2Seny —x Seny + yCosy)
=e0)=0

( b) Encontrar v, tal que f(z) = u + i v es analitica

u_ v u_ _ow
ox ~ 0Oy’ oy ~ Oz
du

e =c "(Seny+ yCosy —x Seny) = g—z
Calculo v integrado dv/dy con respecto a y
g—z =e *(Seny+ yCosy — x Seny)

V= [e*(Seny+yCosy—xSeny)dy

V= [e*(Seny+ yCosy — x Seny)dy
V=e¢?[Senydy+ [yCosydy — x [ Seny dy|
[ yCosydy = udv = uv — [ vdu

=ySeny — [ Senydy

=y Seny + Cosy

v=e*(—=Cosy+ySeny+ Cosy+ x Cosy) + cte.

V =e*(ySeny+ xCosy) + cte.

f(z)=u+iv=e*(xSeny —yCosy) + iec *(y Seny + x Cosy)



2.- Resuelva la siguiente integral:

fﬁ, donde lz|=4 gy 2= +1y
22 =72, esdecir, z = \/—1n? = +ir

2v/—m2 0 bien Vi2n?

Aplicando la férmula integral de cauchy:

= 27rz f f(z dZ

fria) = 3% § L9 a

2mi (z—a)

y con

22+ 72 =(z+im)(z —inm)

= 22 — 2im + ziw — %72

224+ 7% =22+ 7

tenemos:

2

$ wimp(z —in)?
Z] = —Iim Y 2o =

f (z+m)2 dz = 3§ f(z) dz

(z—im) (z—a)nt1

n+1=2 yf()—m

es decir,

n=1 yf(z)=

SHIS]

esto es:

271'zf"(0) § (Z = n+z




a? = 2udu = 2(z + im)

u=z+im
du =1
a = +im

1 _ (zim)2(e?)—(e?)(22+2im) _ €?(222zim—72—22—2i7)
Fi(z) = (Grim P = T erm

1 e ((im) 1 4+-2(im) (im) —m2 —2(iw) —2ir)
/(@) (ETRE

e (=42 —4im)

fia) = e (=2 =22 —n?~2im—2im) _
[(2im)2]? 1672

donde

(20?2
finalmente
(—4m?)? = 167!

por lo que

fHa) = SHSgETE = = Et

= 2mi( =) = L - ein(m +4)



3.- Resuelva la siguiente integral:

[ o) gy a > 0.

—o0 (z?+a?)

Solucion.

Tomando la siguiente funcion:

f(Z) = Zzej_za2

con singularidades z = +ia de las cuales solo 7a € €2, donde € es la semicircunferencia de radio

a sobre el eje real.

De esta manera:

f7 f(2)dz = 2miRes(f,ia) = 2mi lim —Gi0= _ _ xo-a

2siq (2—ia)(z+ia) a

Por otra parte:

[, F)dz = [, e i [, ) e [, £

Asi

fOO cos(x) dr — %6_(1

—o00 (z2+a?)



4.- Evaluar

fv Z(l—zdz si

i) El punto z = 0 estd en el interior y el punto z = 1 estd en el exterior de la curva ~.
ii) El punto z = 1 estd en el interior y el punto z = 0 estd en el exterior de la curva ~.
iii) Los puntos z = 0 y z = 1 estn en el interior de la curva ~.

Solucion:

i)

L)z = o) =1

con

ii)
o Jy o f(R)de = 5 f7(1) = 5

con

i)
2;@ o zz) dz = 2}m , Z(z 1 —%—dz = Res(f,0) + Res(f,1)
donde

Res(f,0) = hm (z 1)3 =1

y

Res(f,1) = — h %5)—((2 - 1>3Z(§:21)3) = %e



De esta manera:

1 e* _1_¢€
2wt Jy z(1—2)3 dz =1 2
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