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Introducción

Muchos sistemas en la naturaleza exhiben comportamientos no lineales. Un ejemplo comun-
mente citado es la relación depredador-presa. Tomemos el caso de las poblaciones de lobos y
conejos en un área determinada. Si hay pocos lobos, todos tienen suficiente para comer, y el
número de lobos depende linealmente del número del año anterior, con algún factor multipli-
cativo que expresa el grado de reproduccióin. Sin embargo, a medida que el número aumenta,
el suministro de alimentos disminuye y cierto número de lobos muere de hambre, reduciendo el
número neto.

Cuanto mayor sea el número de lobos, menor será el suministro de alimentos y más com-
petencia habrá por lo que queda, por lo que este efecto depende cuadráticamente del número
de lobos. Así, si xn y xn+1 son las poblaciones en dos años sucesivos, podríamos esperar una
variación año tras año de la forma:

xn+1 = axnbx
2
n

Motivados por este modelo, estudiaremos la forma funcional:

f(x) = λsen(πx)

Fundamentos Teóricos

Caos

Los estudios de sistemas caóticos proporcionan una excelente oportunidad para que los méto-
dos computacionales contribuyan al progreso intelectual en las ciencias. Los métodos anal´ıticos
son de utilidad limitada, ya que el sistema, por definición, es extremadamente complicado de
seguir. Mientras que los sistemas verdaderamente aleatorios pueden ser estudiados mediante
técnicas probabilísticas y aquellos que son deterministas pueden abordarse con muchos de los
métodos que hemos estudiado, el interés en este capítulo radica precisamente en la transición
entre estos dos dominios.
En este capítulo solo se ofrece una breve introducción al tema. Seguiremos el trabajo de Feigen-
baum, quien investigío las consecuencias de la iteraciíon funcional.
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Encontrar los Valores Críticoss

Un método para buscar un λ crítico podría ser simplemente iterar los valores de x para un
λ dado en las cercanías de una transición esperada y observar después de muchas iteraciones
si los valores de x convergen a un solo número. Para λ < λc, el punto fijo será atractivo, y
para λ > λc, los valores sucesivos de x divergerán. De hecho, este método funcionará, pero es
poco práctico para valores de λ muy cercanos a λc, ya que la convergencia o divergencia se
vuelve infinitamente lenta. Una forma mucho más práctica de encontrar los valores críticos de
λ es localizar un punto fijo mediante el método de Newton y calcular la pendiente del orden
deseado de la función. Este proceso se repite utilizando el método de Newton nuevamente en λ
para encontrar el lugar donde el valor absoluto de la pendiente pasa por la unidad. Nótese que
podríamos elegir cualquiera de los 2n atractores en la función f2n(x), ya que todos tienen la
misma derivada. Es conveniente elegir el punto fijo más cercano a x = 1

2 .

Constantes de Feigenbaum.

Feigenbaum demostró que, en una amplia clase de funciones unimodales, las razones entre
las distancias en λ entre bifuraciones sucesivas tienden a una constante:

δ = ĺım
n→∞

λn − λn−1

λn+1 − λn

Así mismo, las razones de las distancias en el espacio de estados convergen a otra constante
universal:

α = ĺım
n→∞

dn
dn+1

Implementación Numérica en Fortran

Con la teoría explicada en los apartados anteriores, continuaremos con nuestro análisis, el
cual es importante para los fines de esta materia (Física computacional). El objetivo es aprender
a resolver ecuaciones diferenciales mediante distintos métodos para poder abordar problemas
físicos a través de estas herramientas. En este caso, utilizamos el lenguaje Fortran para resolver
este tipo de ecuaciones. Para el caso del oscilador armónico sobreamortiguado, se implementó el
siguiente código en Fortran:

implicit real*8(a-h,o-z)
common /lambda/al,eta,n
dimension alv(20),d(20),xs(20)
open(1,file=’feigenbaum.out’,status=’unknown’)
alv (1)=0.25
alv(2)=0.75
d(1)=0.5
d(2)=0.25
eta=0.1*2.5029
dif=0.01
do 10 n=1,13
eta=eta/2.5029
al=alv(n+1)+dif
do 2 j=1,100
x=ffp(dum)
der=dn(x)
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t=1.+der
if (t.le.O) goto 11
al=al+dif
tl=t
all=al-dif
2 continue
11 tu=t
alu=al
12 al=.5*(all+alu)
x=ffp(dum)
der=dn(x)
t=1.+der
if (t*tl.gt.O) then
all=al
tl=t
else
alu=al
tu=t
endif
if (alu-all.gt.10.**(-14)) goto 12
alv(n+2)=al
d(n+2)=abs(x-.5)
alp=(d(n+1)-d(n))/(d(n+2)-d(n+1))
del=(alv(n+1)-alv(n))/(alv(n+2)-alv(n+1))
dif=.1*(alv(n+1)-alv(n))/del
write (1,22) n,del,alp,al,x
print 22, n,del,alp,al,x
22 format(i3,2f15.12,2f21.18)
10 continue
end

function fn(y)
implicit real*8(a-h,o-z)
common /lambda/al,eta,n
m=2**n
x=y
do i=1,m
x=al*sin(pi* x)
enddo
fn=x
return
end

function dn(y)
implicit real*8(a-h,o-z)
common /lambda/al,eta,n
m=2**n
x=y
d=1.
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do i=1,m
d=al*pi*cos(pi*x)
x=al*sin(pi* x)
enddo
dn=d
return
end

function ffp(dum)
implicit real*8(a-h,o-z)
common /lambda/al,eta,n
xl=.5-eta
xu=.5+eta
dd=fn(xl)-xl
if (dd/(fn(xu)-xu).gt.O) then
print *,n,’no solution’
return
endif
do 1 i=1,40
x=.5*(xl+xu)
y=fn(x)
if ((y-x)/dd.lt.0.) then
xu=x
else
xl=x
endif
1 continue
ffp=.5*(xl+xu)
return
end

Análisis de Resultados

De este programa obtenemos los siguientes resultados:

Figura 1: parámetros criticos para f(x) = λsen(πx)

Donde podemos observar que:
δ = 4, 669201609103... y α = 2, 5029078750957...
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Conclusión

La aplicación del método de Feigenbaum a la función f(x) = λsen(πx) permite estudiar
de forma sistemática la transición al caos mediante bifurcaciones sucesivas en un sistema no
lineal. Al variar el parámetro λ se observa cómo el comportamiento dinámico de la función
evoluciona desde un punto fijo estable, pasando por duplicaciones periódicas, hasta alcanzar un
régimen caótico. A través del análisis numérico, se puede calcular la constante de Feigenbaum,
que cuantifica la tasa de acumulación de estas bifurcaciones, confirmando que incluso funciones
suaves y simples como λsen(πx) exhiben un comportamiento universal en su ruta hacia el caos.
Este resultado destaca la potencia del enfoque de Feigenbaum para revelar patrones comunes en
sistemas dinámicos aparentemente distintos.
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