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Abstract

Este trabajo presenta un analisis numérico para obtener las constantes de Feigen-
baum asociadas a la bifurcacién de periodo en el sistema dindmico definido por la
funcién f(z) = Az(1—z?). Utilizando un cédigo en Fortran, se calculan las constantes
delta y alfa de Feigenbaum a partir de una secuencia de valores criticos del parametro A
donde ocurren bifurcaciones sucesivas. Se incluye una explicacién tedrica del fenémeno
de bifurcacién, los fundamentos del método de célculo, un analisis de los resultados
obtenidos y una discusién sobre la precisién numeérica.

1 Introduccién

Los sistemas dindmicos no lineales muestran comportamientos complejos que pueden incluir
caos determinista. Una de las rutas mas estudiadas hacia el caos es la duplicacién de periodo,
en la cual una sucesién de bifurcaciones lleva a una dinamica cadtica. El fisico Mitchell
Feigenbaum descubrié que estas bifurcaciones ocurren a valores especificos del pardmetro
de control A, y que las razones entre distancias sucesivas entre estos valores tienden a una
constante universal: la delta de Feigenbaum.

El presente trabajo tiene como objetivo implementar un método numérico en Fortran
para calcular estas constantes, aplicdndolo a la funcién ciibica f(z) = Az(1 — x?).

2 Fundamentos Teoricos

2.1 Bifurcaciones y Caos

Una bifurcacién es un cambio cualitativo en la dindmica de un sistema al variar un parametro.
En ciertos sistemas, como las iteraciones de funciones no lineales, al aumentar el parametro
A, el punto fijo se vuelve inestable y da paso a un ciclo de periodo 2, luego a uno de periodo
4, y asi sucesivamente.



2.2 Constantes de Feigenbaum

Feigenbaum demostré que, en una amplia clase de funciones unimodales, las razones entre
las distancias en A entre bifurcaciones sucesivas tienden a una constante:
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Asimismo, las razones de las distancias en el espacio de estado convergen a otra constante
universal:
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3 Metodologia y Cdédigo
Se implementd un algoritmo en Fortran que:
e Estima los valores criticos de A,, donde ocurren bifurcaciones.
e Calcula la posicién de los puntos fijos de alta iteracion usando el método de biseccion.
e Calcula las derivadas y verifica estabilidad local.
e Obtiene las constantes 9, v a,, a partir de diferencias finitas.

La funcién iterada es:
flz) = Ax(1 - 2?) (3)

Se inicia con un punto cercano a xr = \/ig y se observa su evolucién bajo 2™ iteraciones.



4 Implementacién Numérica en Fortran

Programa Principal

implicit real*8(a-h,o0-2z)
common /lambda/al,eta,n
dimension alv(20),d(20),xs(20)

22
10

open(l,file= ,status=

alv (1)
alv (2)
a(1) =
a(2) =
eta =
dif =
do 10
eta
al =
do 2
x =
der
t =

if

al

tl

all

B oo

1.0d0
= 2.0d0
1.0d0 / sqrt(3.0d0)
0.233929985d0

.1d0 * 2.50294d0
.01d0

=1, 13

eta / 2.5029d0
alv(n+1) + dif
j =1, 100
ffp(dum)

= dn(x)

1.0d0 + der

(t .le. 0.0d40) goto 11
= al + dif
=t
= al - dif

continue

tu =
alu =
al =
x = £
der =
t =1
if (¢
all
tl
else
alu
tu
endif

t
al
0.5d0 * (all + alu)
fp (dum)
dn (x)
.0d0 + der
* t1 .gt. 0.0d0) then
= al
=t

= al
=t

if (alu - all .gt. 1.0d-14) goto 12

alv(n
d(n+2
alp =
del
dif
write
print

+2) = al
) = abs(x - (1.0d0 / sqrt(3.0d0)))

(d(n+1) - d(n)) / (d(n+2) - d(n+1))

(alv(n+1) - alv(n)) / (alv(n+2) -
0.1d40 * (alv(n+1) - alv(n)) / del
(1, 22) n, del, alp, al, x

22, n, del, alp, al, x

format (i3, 2f15.12, 2f21.18)
continue

end

alv(n+1))

Listing 1: Célculo de las constantes de Feigenbaum




Funcién fn(y)

function fn(y)

implicit real*8(a-h,o0-2z)
common /lambda/al,eta,n

m = 2%%n

X =y
do i =1, m

x = al * x *x (1.0d0

enddo

fn = x
return
end

- X*%2)

Funcién dn(y)

Listing 2: Funcién fn(y) - Iteracion de f(x)

function dn(y)

implicit real*8(a-h,o0-2z)
common /lambda/al,eta,n

m = 2%%n

X =5

d = 1.0d40
do i =1, m

d =d *x al *

x = al * x * (1.0d0

enddo
dn = d
return
end

- 3.0d0 * x*x2)
- X*%2)

Listing 3: Funcién dn(y) - Derivada total de la iteracién




S I N

Funcién ffp(dum)

function ffp(dum)

implicit real*8(a-h,o0-2z)

common /lambda/al,eta,n

Xx_target = 1.0d0 / sqrt(3.04d0)

x1 x_target - eta

Xu x_target + eta

dd fn(xl) - x1

if (dd * (fn(xu) - xu) .gt. 0.0d0) then
print *, n, s
ffp = x_target
return

Xx_target

endif

do 1 i =1, 40
0.5d0 * (x1 +
fn(x)

f ((y - x) * dd .1lt.

xu)

0.0d0) then

endif
1 continue
ffp = 0.5d0 * (x1 +
return
end

xu)

Listing 4: Funcion ffp - Punto fijo por biseccién

5 Analisis de Resultados

Table 1: Constantes de Feigenbaum calculadas numéricamente

On

On

An

Tn

4.236067978
4.542933389
4.641203786
4.663183926
4.667909343
4.668925024
4.669142336
4.669188930
4.669198851
4.669201089
4.669202588
4.669199134
4.669152951
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—_ =
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1.883707556
2.761620879
2.647962055
2.473009569
2.520528804
2.497081619
2.505492122
2.501930057
2.503310197
2.502749730
2.502970791
2.502883376
2.502950608

2.2360679775
2.2880317545
2.2992279397
2.3016289140
2.3021432716
2.3022534377
2.3022770323
2.3022820855
2.3022831677
2.3022833995
2.3022834492
2.3022834598
2.3022834621

0.5257311121
0.5973271451
0.5693230665
0.5805454351
0.5760721759
0.5778606372
0.5771463181
0.5774317480
0.5773177144
0.5773632758
0.5773450726
0.5773523454
0.5773494396




Los resultados del cédigo muestran una convergencia clara de las razones 6,, hacia el valor
conocido de § =~ 4.6692, y de «,, hacia a ~ 2.5029. Las primeras iteraciones presentan
errores mas notorios debido a la cercania de los valores y a la sensibilidad numérica, pero a
partir de n = 5 la aproximaciéon es notablemente estable.

6 Conclusiones

El método numérico implementado permite obtener con buena precision las constantes uni-
versales de Feigenbaum para la funcién f(r) = A\z(1 — 2?). Este trabajo evidencia la uni-
versalidad de estas constantes y su apariciéon en diferentes familias de funciones no lineales.
Ademas, resalta la importancia del analisis numérico cuidadoso en sistemas cadticos.
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